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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS : Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1pts><3) : Déterminer la valeur de vérité et la négation de chacune des
propositions suivantes et (justifier vos réponses avec un raisonnement bien précis) :

1) B Z(‘v’xeR*+);x+l>2
x

202
2) P,:wneN: 12923
7+ 2024

3) B, :(VneN);n*+3n+2023 est un entier impair
Solution : 1) On utilise un raisonnement par contre-exemple :

B :(ElxeR**);erlS 2 est vraie
X

En effet : pour (1€ R™") ez 1+% =2 <2 (x=1estle contre-exemple)

La proposition B, : est vraie par suite /] :est fausse

Remarque : comment faire pour trouver ce contre-exemple ?

1 x2+1 2
X+—>2<< >—2<:>x2+1>—2x<:>x2—2x+1>—O<:>(x—1) >0

X X
Mais cette inégalité n’est pas vérifiée pour: x =1

202 .
2)Montrons que : P : VneN: nE 23 _West Vraie

n+ 2024

n+2023

Par l'absurde, supposons que : FneN telque; —— =
n—+2024

+2023
- 004 1< n+2023=n+2024 = 2023 =2024 | C’est une contradiction car on sait que : 2023 = 2024
n
Ceci signifie : P, ! VneN: n+B023 _ est vraie
n—+ 2024
B apen: Ar2023

‘n+2024
3) P :(VneN);n+2023n+2025 est un entier impair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de n , il est parfois utile
de faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre n.

On peut, par exemple, séparer les cas ou n est un entier pair des cas ou n est impair

Premier cas : si 7 est pair : alorsn’ est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Alors :2023n est pair (comme produit d’'un nombre pair et un nombre impair)

Donc : n*+2023n est pair (comme somme de nombres pairs)

D’autre part : 2025 est impair

Donc : n2+2023n+2025 est impair (comme somme d’'un nombre pair et un nombre impair)

2 iem cas : si 7z est impair : alorsn’ est aussi impair (comme produit de nombres impairs)
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Alors : 2023n est impair (comme produit de nombres impairs)

Donc : n*+2023n est pair (comme somme de nombres impairs)

D’autre part : 2025 est impair

Donc : n?2+2023n+2025 est impair (comme somme d’'un nombre pair et un nombre impair)
Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :

P,: « (VneN);n*+2023n+2025 est un entier impair » est vraie

P, :(3neN) /n*+2023n+2025 est un entier pair
Exercice2 : (1,5pts) : Montrer par un Raisonnement par équivalence que :

(Vx e[l ) (Vy [1;+oo[):\/ﬁ+\/ﬁs Jw

Solution : Soit : (x;y) € ([1;+oo[)2 : Utilisons un Raisonnement par équivalence :
N AN s P e (Y e WA o Y o

o x-1+2J(x-1)(y-1)+y-1<xy @ x-1+2Jxy—x—y+1+y-1<xy
<:)0Sxy—x—y+l—2\/m+12<:>03\/mz—2 xp—x—y+1+1°
\/ﬁ+\/y_—1£ \/E@ (\/m—l)2 >0 est une proposition vraie

Donc : (Vxe[1;+oo[)(Vye[l;+oo[):\/le+\/y_—ls\/5

. k=2n 2n+1 +1
Exercice3 : (2,5pts) : Montrer que : VneN et VxeR'—{-1} S, = > (—l)k x* = x—l
k=0 X+
. . x2n+1 +1
Solution : Notons P(n) la proposition: " S, =—1 )
X+
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N.
k=0 1
1étapes : initialisation : Pour n=0 nous avons : S, = > (—1)" x* = (1)’ x" =1 et = +11 =1
k=0 X+
Donc P(0) est vraie.
2n+l1
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : S, = ;1
X+
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
2n+3
Montrons alorsque : S, = g+ ??
x+1
i k k K2 ko k 2n+l 2p41 2n+2  2p42
Ona: S, = > (1) x=>(-1) x*+(-1)"" x™"+(-1)""x
k=0 k=0
Remarque : (—1)""” =1 car 2n+2 pairet (-1)"" =—1 car 2 +1 impair
2n+l
et on a d’aprés I'’hypothése de récurrence: S, = al ;Ll
X+
k=2n+2 2n+1 2n+l1 +l_ 2n+1 +1 + 2n+2 +l
ponc: 5, = S (1)t 22 e e (x4 1) 7 1)
=0 x+1 x+1
k=2n+2 2n+1 _2nt2 20+l 2n+3 2n+2 2n+3
S, = (-1) x* = xT Xt w7 Hloestaddire : P(n+1) est vraie.
=0 x+1 x+1
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Conclusion : Par le principe de récurrence ona : VneN et VxeR"—{-1}

k=2n 2n+1 1
S _ _1 k  k _ X + .
g ;( ) ¥ x+1

Exerciced : (2,5pts) : (1pts+1,5pts) : Soit neN considérons : A(n) =91 +13n+5
1)Montrer que : VneN:(3n+ 2)2 <A(n)<(3n +3)2

2)En déduire que : VneN: m z N

Solution : 1) 4(n)=9n> +13n+5=(3n) +2x3nx2+22+n+1=(3n+2)" +n+1>(3n+2)’
A(n)=9" +13n+5<9n" +18n+9 en effet : (9n” +18n+9) (9’ +13n+5)=5n+4>0 :VneN
Donc : 4(n)=(3n) +2x3nx3+3? cCest-a-dire : A(n)<(3n+3)" etcomme: (3n+2)" < A(n)
Alors : VneN: (3n +2)2 < A(n) < (3n +3)2

2) Déduisons que VneN: \/me N

Ona:VneN:(3n+2)" < A(n)<(3n+3)" donc: yJ(3n+2)" < J4(n) <\(3n+3)
Donc : VneN ;[3n+2| <. [4(n) <|3n+3]
Donc: VneN ;3n+2<,/A(n)<3n+3 car 3n+2eN et 3n+3eN

C'est-a-dire : VneN :,/4(n) est strictement compris entre deux entiers consécutifs :
3n+2 et 3n+3Parsuite: VneN: J4(n) g N
Exercice5 : (3,5pts) : (1pts+1,5pts+1pts) : Soit lensemble suivant :

A:{l-l-l— ! /neN" et me N’ }

n m nXxXm
1) Montrerque: 0¢ A4
2) Montrer que : 4 < ]0;1]

3) Est-ce que 4=]0;1]?

Solution :1) a) Montrons que : 0 g 4
Supposons par 'absurde que : 0 € 4

OcA=3IneN" et EImeN*/0=l+i— !

n m nxm
1 1 1 1 1 1 n+m 1
= =

0:— _— — —_ =

n m nXxXm n m nxm nxm nxm

=n+m=let neN et ImeN’ ©n+(m—1):0et neN et Ime N’

on=0e m—1=0carneN" et m—1e N

Contradiction: e N" et n=0
Donc: Og A4
2) Montrons que : 4 < |0;1]

Soit: re 4 Montrons que : r€]0;1] ?

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

[$8]



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

redA=3IneN" et EImeN*/r:l+i— 1

n m nxXm

On va raisonner par équivalence o<iyl 1 o ogminl

n m nxm nxm

SO0xnxm<m+n—-1<Ixnxm < 0<m+n—-1<nxm<0<m+n—-letm+n—1<nxm

S0<m+n—let m++n—nxm—-1<0<0<m+n-1et m(l—n)+(n—1)£0

S0<m+n—1et (n—l)(l—m)SO Orona: neN"donc:n>let meN" donc: m>1
Donc: n+m—-1>2-1>=0 etOna:n>letm>1donc: n—-1>0 et m—1>0

Par suite : (n—1)(1-m)<0

Alors : 0<m+n-1et (n—l)(l—m)SO vraie

Par suite : 0<l+l— !

n m nXm

Conclusion : 4 < |0;1]
3) Est-ce que 4=]0;1]?

<1 vraie

1 1 |
Onremarque que : A=y—+—~
n m nxm

/neN" et me N’ }c@

& &

2
Ona: —¢€|0;1| mais X2 donc: XZg 4
y <10 £l 2 F

Conclusion : 4# [0;1]
S [ +o0] = [2;+00]
Exercice6 : (4pts) : (0,5pts+1pts+1pts+1,5pts) : Soit 'application :

1
X x+—
X

1) Calculer : f(1) et f(2)

2) Montrer que f est injective

3) Montrer que f est surjective

4) Montrer que f est bijective et Déterminer # ~'la bijection réciproque de £ .

Solution : 1) f(x):x+l
X

T L N3
f(l)_1+l_2 et f(2)-1+2 5
2) Soient x, €[L;+o0[ et x, €[1;+0]
1 1 2 2
f(xl):f(x2):>xl+_:x2+_ = *l_x 4] :>x2(x12+1):x1(x22+1)

X X, X X5
2 2 2 2
= XX +X, =xX," +X, = X% —xx, +x,—x, =0
:xle(xl—xz)—(xl—x2)=0:>(x1—xz)(xle—l)zo
=x—-x,=00u x,x, - 1=0=x,=x, ou x,x, =1=x =x, ou x _ L
1 2 24 - 1= ™2 idd 1= "2 l_x
2

: 1 1
si: x;, =—Comme :x, €[L;+o0[ = x, =—<1 etpuisque : x, >1Alors: X, =1

X, X,
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Et par suite X, =1 etdonc: X, =x,

Dans tous les cas : X, =X,

Donc f est injective

3) Montrons que f est surjective : Soity € [2; +oo[ ; Résolvons I'équation : f(x) =y

2
X +1:y<:>x2—xy+]=0 . A:y2—420 car y>2

—y+\/)/27—4 et x:—y_\/J}27_4
2 2

Puisque I'équation f(x) = y admet au moins une solution dans R (vy € R)
C'est-a-dire : Vye[2;+00[; IxeR/ f(x)=y

Conclusion : f est surjective
4) Puisque f est injective et surjective alors f est bijective

f(x)=y<:>x+l=y<:>
x

Donc : au moins 2 solutions : x =

Soity e[2;+o0[ ; f(x)=y & x2—xp+1=0

_y+yy -4 y—+y' -4

X =—"——etx,=
2

—\Y - 2y -4 y-2-(y=2)(»+2
Ona:xz—lzy ; 4_1:y 2 > 4 (y2 )(v+2)

Comme: y—2<y+2 ®y-—2
Alors : (y—-2)(y—2)<(y+2)(y-2) cest-a-dire : (y-2)><(y+2)(y-2)
Alors : \[(y-2)> < [(y+2)(y-2)
Alors : |y—2|S\/(y+2)T—2)
Alors : y—2£\/m car y €[2;+o0]

2

S [25400] o [ +00]

Donc : |—>x+ /x2_4
x _—

2

Etdonc: x, —1<0 donc: x, ¢ ye[l;+o]

y+qyi -4
2

Alors : x =
‘R—>R
Exercice7 : (3pts) : (0,5pts+0,5pts+1pts+1pts) Soit I'application f : . x(1-x)°
x —_—
(1+x2)2
1

1) a) Montrer que : Vx e R* f[;j:f(x)

b) f est-elle injective ? justifier
2) a) Montrer que : VxeR" : f(x)<

A=

b) f est-elle surjective ? justifier

|
Solution : 1) a) Montrons que : Vx e R" f(—)=f(X)
X
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Soit x e R 1 f| 1 :@(I_IJZ i( 21) C1(x-) w Y
L

f[lj: (I—X)2( X j ) 3(c(1—x)2 ()

X x*+1 (x*+1 x2+1)

1
Donc: vxeR" f(—)=f(x)
X
b) Si je trouve : x# y et f(x):f(y) on peut affirmer que f n’est pas injective.
1
Ona: vxeR" f[—jZf(x)
X
Sije prends: x=2
1 . 1
Ona: f(2)=f 2 mais 2¢§

Donc : f n'est pas injective

2) a) Montrons que : VxeR" : f(x)si
l_f(x):l_x(l—)c)2 _ (14—)62)2—4)c(1—x)2 x4 20 + 1= dx(x ~2x 1) _ xt—4x’ +8x2—4x+2x2+1
4 4 (1+x2)2 4(1+x2)2 - 4(1+x2) 4(1+x2)°
1 1
4 1 2| 2 =
2 2 dypr10-T4 b x(x + 4(x+ j+10j
:x4—4x3+10x2—4x+1:x(x o x+x2)= o X
4(1+x2) 4(1+22) 4(1+x2)2
(-l t)s) AEPLrs2re) Aot o
X x+—| =2x2| x+— [+8| x*||x+—| =2x2| x+—|+2°+4| x*||x+—=-2| +4
X X X X X

= 2 = 2 = P 20
4(1+x2) 4(1+x?) 4(1+x?)

Donc: vxeR" : f(x)<—

b) Par exemple. 1 n’a pas d’antécédents par f
C'est-a-dire : I'équation : f(x)=1 n’a pas de solutions dans R .
Donc : f n'est pas surjective

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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