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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (9pts) : (1,5ptsx6)

Déterminer la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes et (justifier vos
réponses avec un raisonnement bien precis) :

1) B «(VneN); 6n+5 estun nombre premier »
2n+1

2) P« VneN : z N »

) B () e R ary 2 ye by 5 20202
8 2x—y 3

4) P,: « vxeR'® ; L>l »

2«/x(x+l)
5) P, : « (Elx e R)(‘v’y e R);O-< y2—x—1
6) b i« VneN;n' —n estdivisible par 3»
Solution : 1) On utilise un raisonnement par contre-exemple :
B :«(3neN)/ 6n+5 n'est pas un nombre premier » est vraie
Eneffet: pour (3n=12eN) et 6x12+5=72+5=77=7x11
77 n’est pas un nombre premier (2 =12 est le contre-exemple)

La proposition B : est vraie par suite /] :est fausse

2n & « N est vraie

2) Montrons que : P, : VneN:

2n+1

Soit ne N : Par I'absurde, supposons que : dne N tel que : e N

2n+1

C’est-a-dire : dneNet I3m e N tel que : =m

2n+1

:m<:>2n+1:4m:>1:4m—2n:>1:2(2m—n):>1:2k avec k=2m—-neN

= lest pair !. C’est une contradiction car on sait que : 1 est impair
2n+1 e N

Ceci signifie : VneN:

Soitx e R—{—l}
x+2y

3) Montrons que : @ « V(x;y)eR’ ety¢2x;(y¢éx = ;t%j est vraie

2x—y
Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition est vraie :

Soit: (x;y)eR* et y # 2x ; Par contraposée Montrons que : [926+2y :g =y= %xJ
xX=y
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+2y 2
al y:—:3(x+2y):2(2x—y):>3x+6y:4x—2y:>—x:—8y:>y=lx
2x-y 3 8
] . 2 1 x+2y 2
Par contraposée on adonc : V(x;y)eR?ery # 2x; yESX = *3
x—y

4) Nous raisonnons par équivalence :

2x+1 | [ 2x+1

21/x(x+1)> = 21[x(x+1)

SA4x+4x+1>4x° +4x <= 1>0

2
Soit: xe R’ : } >1° <::>(2x+1)2 >4x(x+1)

Et puisque on a : 1> 0 est une proposition vraie

2x+1
Alors P, ivxeR’ ; ————=
! 2«/x(x+l)
5) P« (IxeR)(VyeR);0< y2—x—1
«0=<)y’—x—-1<x+1<y?

>1 est une proposition vraie

il suffit de prendre : x =—2et on trouve :(Vy e R);—1< y*(vraie)
Par suite : la proposition P, : est vraie.
]?5: « (VxeR)(IyeR);0= y2—x—1

6) Montrons £ (n) '« VneN;n'—n estdivisible par 3» est vraie ?
Utilisons un Raisonnement par récurrence :

Montrons 3k e N/n’ —n =3k

1étapes : I'initialisation : Pour n=0 nous avons 0° —0 = 0 est un multiple de3

Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie C'est-a-dire : 3k e N/ n’ —n =3k
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ N/(n+1)3 —(n+1)=3k" ??

(nJrl)3 —(n+1)=n3 +3n° +3n+1-n-1 =(n3 —n)+3n2 +3n =3k+3(n2 +I’l)=3(k+l’l2 +n) =3k’

Avec k'=k+n*+neN
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : VneN;n’ —n est divisible par 3

P, (n) '« VneN;n’—n estdivisible par 3» est vraie

n* +3+(n+3
2

)2023

Exercice2 : (1,5pts) : Montrer par disjonction des cas que : Vi € NN : eN

Solution : il suffit de montrer que : #™ +3+(n+3)"" est un entier pair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de x, il est parfois utile
de faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre X.

On peut, par exemple, séparer les cas ou x est un entier pair des cas ou x est impair, ou encore
séparer les cas ou x est un réel positif des cas ou il est strictement négatif.

Premier cas : si 7 est pair : alors n”** est aussi pair (comme produit de nombres pairs)
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Alors :n*" +3 est impair (comme somme d’un nombre pair et un nombre impair)

D’autre part : 7z + 3 est impair (comme somme d’un hombre pair et un nombre impair)
2023 . s . . . .
Alors : (n+3) est aussi impair (comme produit de nombres impairs)

2023 . . .
Donc : n*™ +3+(n+3) "~ est pair (comme somme de nombres impairs)

2 iem cas : si 7z est impair : alors n*”* est aussi impair (comme produit de nombres impairs)

Alors :n*"* +3 est pair (comme somme d’un nombre impair et un nombre impair)
D’autre part : 72 + 3 est pair (comme somme d’'un nhombre impair et un nombre impair)

Alors : (n+3)2023 est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Donc : n** +3+(n+3)2023 est pair (comme somme de nombres pairs)
Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :

n*% +3+(n+3)2023
VnelN : 5 eN
Exercice3 : (1,5pts) : Montrer par I'absurde que : VneZ: An + 2T & Z
Solution : Par I'absurde, supposons que : dneZ tel que: AR 2023 e
Lo 4n+2023
C'est-a-dire : dneZet AmeZ tel que : sz

WMIA0B s 442023 = 8m=> 2023 = 8m—dn = 2023 =2 (4m—2n) = 2023 = 2k

avec k=4m—-2neN = 2023 est pair
C’est une contradiction car on sait que : 2023 est impair

Ceci signifie : VneZ.: 4n+2023 & 7

Exercice4 : (1,5pts) : (1,5pts+1,5pts)

Montrer que : {xeR/|2x|+|x—5| S3}C{xeR/|3x—5|§3}

Solution : On pose : A={xeR/[2x|+|x-5|<3}et B={xeR/[3x—5/<3}

Montrons doncque : Ac B ?

Conseils méthodologiques : Pour montrer que E € F ouque E =F)

e Pour montrer que E c F : on considére un élément quelconque de E et on montre qu’il est aussi
élémentde F

e Pour montrer que E=F : On montre que .Ec Fetque FcE.

Soit xeR :
Supposons que : x € 4 et Montrons que :x € B

xeA:>|2x|+|x—5|S3

Or on sait que : |a+b|<|a|+|b|
Donc : |2x+x—5|§|2x|+|x—5| 33:|2x+x—5|s3 :>|3x—5|£3:>xeB

Donc: VxelR :xeA=>xeB
Par suite:Ac B
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Exercice5 : (3,5pts) : (0,5pts+1pts+0,5pts+0,5pts+1pts)
:R—>R

X x2+x+2

1) Montrer que : VxeR f(-1-x)=f(x)

2) f est-elle injective ?

Soit l'application f :

3) Résoudre dans R I'équation : f(x):—l

4
4) f est-elle surjective ?

5) Montrer que : f(R){%;JrOO[

Solution : 1) Montrons que : f IX) ()

(-
Soit xeR : f(-1-x)=(-1-x)+(-1-x)+2 =(1+x)*+-1-x+2=x>+2x+1+-1-x+2 =x>+x+2=f(x)

2)Si je trouve : x =y et f(x)=f(») on peut affirmer que f nest pas injective.

Ona: VxeR f(-1-x)=f(x)

Sije prends: x=0

Ona: f(-1)=/(0) mais 0%-I

Donc : f n’est pas injective

3) Résolution dans R I'équation : f(x)=

f(x)=lox+x+2=1x+x+1=0

A=12-4x1x1=-3<0
Donc: §=0
4)Par exemple : 1 n’a pas d’antécédents par f

C'est-a-dire : I'équation : f(x)=1 n’a pas de solutions dans R .
Donc : f n'est pas surjective

7

5) Montrons que : f(R) :{Z;—FO{ . On raisonne par double inclusion :
7

a) Montrons que : f(R)C[Z&OO{

. 7 et A 7
Soit : xeR Montrons que : f(x)e Z;+oo C’est-a-dire Montrons que : ng(x)
f(x)—zz xz+x+2—z=xz+x+l : A=12—4><l><1=0 Donc: x2+x+120

4 4 4 4 4
7 7
Donc : f(x)—%zo C’est-é—diref(x)e[zﬁoo[ Alors : f(R)CI:Z;+OO|:
7
a) Inversement montrons que : {Zﬁw{c f(R)

7
Soit : y{z;%{ : Montrons que : FxeR telque: f(x)=y ?

f(x)=yox?+x+2=yox?+x+2-y=0. A=12-4x(2-y)=-T+4y
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Comme : %Sy alors: —7+4y>0

_—1+1/—7+4y

Alors I'équation admet une ou deux solutions : x= — Yy eR ou x=

- T +4y
fER
Donc: IxeRR telque: f(x)=y

Donc :B;Jroo{ c f(R)

Conclusion : f(R)= [%;+oo[

[ o[ 31
Exercice6 : (3pts) : Soit 'application f : 4 2

xl—)f(x)=§+,/x+%

Montrer que : f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. 7

Solution : Soit : ye|:§;+oo{ : Résolvons dans : [%;m{ I‘équation f(x):y

-1 5 f 1 1 5
Soit : —;+ . =S —+ [x+—=yv& +_=p-=
xe[ 2 oo[ f(x) y 5 X 1 ¥ X 4 y -

1 _
x+—2>0 car xe _1;+oo et y_izo car ye §;+oo
4 4 2 2

2 2
/ 1 5 5V 1 SY 1o 1 e s {—1 {
=y +— | =ly—= =|y-=| ——Etona:|y-Z| ——>_-— cest-a-dire: xe| —;+x
f<x)y[x4j (y2j©x[y2)4 (y2)4 4 Y1 s

Donc : Vye|:§;+oo{ El!xe|:_71;+oo|: tel que : f(x):y

Donc : f est bijective.
f(x)=y xzfl(y)=£y—%j C 5 _ ( 5)2 1

{_1 [<:>

X €| —;+0 5

4 ye[—;w{
2
1

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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