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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1,5pts+1,5pts)
Soit s l'application numérique définit sur R par: f(x)=x2+2x
On considere les propositions suivantes : P :(3M eR)(VxeR): f(x)<M

Q: «L’application f est pair » ou « I'application f est impair »

1)Déterminer la négation de la proposition P et montrer que P est fausse (justifier avec un
raisonnement logique)
2)Déterminer la négation de Q et donner sa valeur de vérité (justifier avec un raisonnement

logique)
Solution : 1) P :(IM eR)(VxeR): f(x)<M donc: P (VM eR)(IxeR): f(x)>M

Nous raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe un nombre positif M tel que :
vxeR Ona: f(x)<M

f(X)SM = x242x<M = x>+ 2x +1< M +1

S+ M1 [(x+1)2 <M +1

=+ <VM 41 = Ml <x+1<JM+1
> JIM+1—-1<x<IM+1—-1 VxelR

Nous obtenons une contradiction car il suffit de prendre : x =+/AM +1
Donc notre supposition est fausse donc : il n’existe pas de nombre positif M tel que :

vxeR ona: f(x)<M
C'est-a-dire : P (VM eR)(IxeR): f(x)= M est vraie

Par suite : P est une proposition fausse
2) O: « L’application f est pair » ou « I'application f est impair »

Q: « L’application f n’est pas pair » et « I'application f n’est pas impair »
On peut aussi dire : Q: « L’application f n’est ni pair ni impair »

f est n’est pas pair si et seulement si : (IxeR): f(-x)# f(x)

f est n’est pas impair si et seulement si : (IxeR): f(-x)#-/(x)
Onaeneffet: f(1)=3 et f(-1)=-1 donc f(-1)=-f(1) et f(-1)# f(1)

Donc: Q: estvraie
Par suite : O est une proposition fausse
Exercice2 : (4pts) : (1pts+1,5pts+1,5pts)

1) a) En utilisant un raisonnement par équivalence : montrer que :Vae R’ : J2a+1<a+1
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2 2
b) Montrer que :V(a;b)e(Ri)2 ; a;bg‘/a ;Lb

Vax+1+J4y+1
2

2) En déduire que : Vxe R’ etVyeR" <x+y+1

Indication : appliquer b) puis a)
Solution :1) Soit: a e R’

N2a+1 Sa+1<:>(\/2a+1)2 S(a+1)2 < 2a+1<a’+2a+1<0<a" Proposition vraie

Donc:VaeR’ : 2a+1<a+]lestaussi une Proposition vraie

2) Soit : (a;b) e (R’ )’

2
a+b a’+b? a+bY a’+b? a*+2ab+b* a*+b?
< = < = <
2 \/ 2 2 2 4 2

& d*+2ab+b*<2d> +2b* > 2ab<a* +b* < 0<a’ +b*—2ab < 0<(a—b)’

2 2
Donc : a;bﬁ,/a ;b <:>O£(a—b)2Proposition vraie

; +b / >+b? , - ,
Donc:V(a;b)e(R+)2: az <“ 2 est aussi une Proposition vraie

2) Soient : Vxe R’ etVy e R’

xeR, =>x>0=4x>0=4x+1>1 et1>0=a=4x+1>0

YeER = y>0=4ux>0=4y+1>1 et1=0=b=4y+1>0

b_ a5 Jax+l+Jay+1 _ [Nax+1 +Jap+1
+ + +1+ + +1 + +
D’aprés b) on a alors : ? 5 < |2 2 c’est-a-dire : i 4 S\/ al 4

2 2

VAx+1+J4y+1 S\/4x+421y+2

dx+1+J4y+1 4x+1+4y+1
Donc: \/ al \/ Y S\/ XAy Cc’'est-a-dire :

2 2 2

Donc : J4x+1;\/4y+1 <\2x+2y+1 cest-a-dire : \/4x+1;\/4y+1 <J2(x+y)+1 @

D'aprés a) et puisque : a=x+y >0 alors : [2(x+y)+1<x+y+1@

Vax+1+J4y+1
2

De : @ et @ En déduit que : Vxe R etVyeR’ <x+y+l1

Exercice3 : (5pts) : ( 2pts+1pts+1pts+1pts)

Soient @ ;b ;¢ des nombres entiers relatifs impairs

1) Montrer que : I'équation a x*+ bx +c =0 n’admet pas de solutions dans Q
2)Résoudre dans R I'équation : x2+x—(272+3)=0 OU ne N

3) En déduire que : Ve N ; 8n+5¢Q

4) Montrer que : +/2029 ¢ Q
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Solution : 1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on
peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.
Par I'absurde, supposons gqu’il existe » e Qtelque ar?+br+c=0:

p

reQ=3dApeZ ; IgeZ telque: r=£ avec parg=1
q
2 2
On adonc: a(ﬁj +b(£j+c=odonc: ap_2+b£+c:0
q q q q

Donc: a p? +bpg+cqg®* =0 (1)

v Si: p et ¢ sont paires

2 divise p et2divise ¢ donc: pag=1

Impossible car: pAg=1

v Si: p et ¢ sontimpaires

Ona: a p’® estimpair et bpg estimpair et cq> estimpair

Donc : a p* +bpg + cq” est impair

Impossible car 0 est pair

v Si: p est pair et ¢ est impaire

On a: ap’ est pair et bpg est pair et qu est impair Donc : a p> + bpg + cq” est impair
Impossible car O est pair

v Si: p estimpaire et ¢ sont paire

On a: a p® estimpair et bpg est pair et qu est pair Donc : a p° + bpg + cq” est impair
Impossible car O est pair

Dans tous les cas : a p° +bpg +cq> =0

Par suite : I'équation a x>+ bx +c =0 n’admet pas de solutions dans Q

2)Résolution dans R de I'équation : x*+x—(21+3)=0 OU ne N

A=1 +4(2n+3):8n+13 >0 car n e NDonc : deux solutions :

B3 —1-ABut D3 D,oﬂ_S_{—l—\/8n+13_—1+\/8n+13}
2 T 2 ’

xl -~ xz

2 2
3) Déduction que : VreN ; V81+13¢Q
Par I'absurde, supposons que : ¥81n+13 €Q

Alors : —1++48n+13Q

Alors : —1+V8n+13 “28”_'_13 cQ

Alors : I'équation : 1x2+1x—(2n+3)=0admet des solutions dans @

Contradiction : car I'équation 1x2+1x—(2n+3)=0 n’admet pas de solutions dans Q@
(a=1€Z; b=1€Z ; c=—(2n+3)eZ) et sont impairs

4) Montrons que : 2029 ¢ Q

Ona: VneN ; J81+13¢Q etona: 8n+13=2029 <81 =2016 <>n=252
Donc : \/8x252+13 ¢ Q C'est-a-dire : 42029 ¢ Q
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Exercice4 : (1,5pts) : Résoudre dans R l'inéquation suivante : (1): Nx—1>2x-7
Solution : On cherche I'ensemble de définition de I'lnéquation (1) Ax—1>2x-7
D, ={xeR/x—1>0} =[L;+o

Le tableau de signe de I'expression x—7 est:
T T

ar i

=T — i +

Soitx e[l;+0[ et § 'ensemble des solutions de(/,)

xeSox-1>x-7

1cas:si xe[;7] alors x—7<0
Donc : I'lnéquation est vraie pour tout x € [1;7[
Donc S, =[1;7]

2 cas : si xe[T;+0] alors x—7>0

Donc :xeS & i-1>x-7 @(\/ﬁ)z g(x_7)2

S x-1-(x2-14x+49)20 <> —x>+15x—50= 0 < x €[5;10] Donc S, =[5;10]N[7;+00[ =[7;10]
Donc : S =8, US, =[1;7[ L[ 7;10] =[1;10]

Exercice5 : (2pts) : (1pts+1pts)

Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E.

ANCc BNC
1) Monter que : < AcB
A-CcB-C

2)Monter que : AUB=ANC<BcAcC
ANnCc BnC

Solution : 1 Ons ose que :
uti ) =) uppose qu {A—CCB—C

Montrons que Ac B 7?77
Conseils méthodologiques :
Pour montrer que 4 < B, on montre que :
xed=>xeB
Soit:xed =>xe€A-C ou xeANnC
Car: 4=(4-C)u(4nC)
—>xeB-C ou xeBNnC
—>xeB ouxehB
—>xeB
Donc: AcB
. ANCc BnC
Par suite : = AcCB
A-CcB-C
<)On suppose que : Ac B
AchBmC???
A-CcB-C
a) Montrons que : AnCcBNC

Montrons que :{
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Soit:xeANC =>xecAdet xeC
> xeBet xeC

—>xeBNnC
Donc: AnCcBNC
b) Montrons que : A—CcB-C
Soit:xeA—C =>xeAdet xgC

= xeBetxgC

—> xeB-C

Donc: A-CcB-C
ANnCc BnC
A-CcB-C
AnCcBnC
A-CcB-C
2)Montrons que : AUB=ANC&BcAcC
Démontrons par double implication.
Methode1 : Remarque : on a le résultat suivant : Ac AUB et Bc AUB
Aussiona: AnBc Aet AnNBcC B
=) On suppose que : AUB=ANC
Ona: AUB=ANnC=AuUBcAet AUBcC
—BcAdAet AcC=BcAcC Donc: AuUB=ANnC=BcAcC
<) On supposeque: BcAcC
Ona: BcAcC=BcAet AcC
=>AuB=Aet AnNC=4A=AUB=ANC Donc: AcBcC< AUB=BNC
Methode2 : Remarque :Pour montrer que 4 B, on montre que :x€ A—=>x< B
—>) On suppose que : AUB=ANC ; Montronsque: Bc AcC ?
Cestadire Montronsque: Bc 4 et AcC

v' Soit xe B montrons que xe 4 ?
xeB=>xeAUuB=>xeANC
C’est-a-dire : x € 4: Ceci signifie que : Bc A€)

v' Soit xe 4 montrons que xeC ?
xeA=>xeAUB=>xeANC
C’est-a-dire : x e C: Ceci signifie que : AcC@
Ona: @et@—=BcAcC
Donc: AUB=ANnC=BcAcC
<=)On suppose que: Bc AcC
Ona: BcAcC=BcAet AcC
Montrons que : AUB=ANC ?
C’est-a-dire : Montrons que : AUBc ANC etANCc AUB
Montrons que : AUBc ANC ?

v Soit xeAuB=>xcAouxeB =>xcAdouxceAd=>xecA

=>xeCouxeC =>xeC=xedet xeC=>xeANC
C'est-a-dire : AUBc ANC @
Montrons que : ANCc AUB ?

v Soit xeANnC=>xecAdetxeC =xcAUB
C'est-a-dire : ANCc AUB@
Ona:@et@= AUB=ANC

En déduit donc que : AcB:{

Conclusion: AcB< {
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h:R"—> [l;+oo[
Exercice6 : (4,5pts) : (1pts+3,5pts) Soit I'application : 4

1
X Xx+ X+Z

1)Ecrire I'application i comme La composée de deux applications fetg: h=go f

f:RJr—)l:l;-l-OO‘: 1 1
avec : 2 et g.|:5,+00|:—)|:z,+00|:

xH\/;+E X x2

2)a) Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque
b) Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque

1
c) En déduire que h est une bijection de R*dans [Z&OO[ et déterminer sa bijection réciproque

2
Solution : 1)h(x)=x+\/;+i:x_(\/;+%j

R > l;+oo
D : : 2 t g: l'+oo - l'+oo
OnNC: h=gof avec. e 197 4’

X x+5 X x?

1
2)a) f est une bijection en effet : Soit y € {E;H{ : Résolvons I'équation : f(x) =y

_ 1 2
f(x)=y<:>\/;+%=y<:>\/_=% Or yebﬁo{ donc 2y—-1>0 ; donc: x:(2y2—1j

2
Donc x = (y—Ej Puisque I'équation f(x) = y admet une unique solution

! :F;+oo[—>ﬂ%*
et 2

1 2
X XxX——
-3
-1, 1 1
2)b) g est une bijection de B;W{vers |:%;-|—oo|:en et: & ’{Z’m[_{?%{
x> x

c) h est la composée de deux bijections f et g donc :h est une bijection de R*dans [i;+oo{

Donc : f est une bijection de R*vers B;Jroo{

Btve e s (1) =(ee ) ()= ()= ¢ (1)< -3

h! :|:l;+00|: - R
Donc : la bijection réciproque ™ de h est

1 2
(6
2
C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

(<]



http://www.xriadiat.com/

