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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (4pts) : ( 2pts+2pts)

1) Soit f: R — IR une application.

Traduire les propositions suivantes a l'aide de quantificateurs puis nier les propositions :
a) L’application f est I'application nulle :

b) L’application f s’annule

c) L’application f s’annule une seule fois

d) L’application f s’annule sur R*

2) Soitf: R — R tel que : (VxeR): f(x)=x+6x-7

On considére les propositions suivantes : P :(V(x;y)eR*):xzy = f(x)= f ()
Q:(ElyeR)(VxeR):xy+2y+x+2:O

Déterminer la négation et la valeur de vérité des propositions P et QO (justifier)
Solution :1) a) la fonction f est la fonction nulle : (YxeR)/ f(x)=

b) la fonction f s'annule : P: (IxeR)/ f(x)=

c) la fonction f s’annule une seule fois : P:(3!xeR)/ f(x)=

1_3: ne s’annule jamais ou s’annule au moins 2 fois
P:(VxeR);/f(x);tO ou (EIxeR)‘(EIyeIRi)/f( ) (y):O et x#y
d) la fonction f sannule sur R* : P: (IxeR")/ f(x)=0
P: (VxeR*);/f(x);tO
2) a) Remarque : "non(U = V)" est "U et non(V)"
( X,y eRz) X#Y etf( ) f(y)
F(1)=12+6x1-7=7-7=0 et f(-7)=(-7)*+6x(-7)-7=49-42-7=0
Ona:f(l)=0et f(-7)=0
Donc :(3(L-7)eR?*):1#-7 et f(1)=f(-7)
Donc : P ‘est vraie

Par suite : P est une proposition fausse
b)O:(IyeR)(VxeR):xp+2y+x+2=0

xy+2y+x+2:O<:>y(x+2)+x+2:O<:>(x+2)(y+1)=0
Sije prends : y =—lalors: (VxeR):xy+2y+x+2=0
La proposition QO est vraie
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Exercice2 : (9pts) : (1,5ptsx6)

1)Montrer que : VxeR : x¢]-o0;-3 et x%Eﬁw[ —=2x*>+5x—3<0

2)Montrer que : (VXER+):M—\/;=I©X=I

3) Montrer que : (V(x;3;z) e R?)ix+y+z=0=>|x—y|+|y—z|+|z—x|2 = (|x|+|y|+|z|)

4) Soit n€ N” ; Montrer que si 7 est un carré parfait, alors 27 ne peut pas étre un carré parfait.
5) Montrer que : V72 € IN : 3°” +4°"*% 4+ 5°"" est un multiple de 11

6)Montrer par disjonction des cas que : Vx € R : /x2+1 +%(x +2)>0

Solution :1) Soitxe R : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
1
Montrons que : 2x2+5x—3>0:>XE]—00;—3[ ou XE}E;W{

A=52—4x(—3)x2=49>0

, —5+49 2 1 —5-49 -12
Donc : deuxracines: x,=——=—=— etx, = = =-3
4 4 2 4 4
Tableau de signe :
T — -3 1/2 +nx
2tbe—4|  + 0 - 0 4

1
22 +5x-3>0 si xe|-0,-3 ou xekﬁr“{
1
Donc : VxeR; 2x2+5x—3>0:>xe]—00;—3[ ou xek;%{

1
Alors : Par contraposition : ¥xeR : x¢|-0-3 et xék;w{ =222+ 5r-3<0

2) Soit xeR" : 2x+2 —Jx =1 2x+2 \/;+1<:><\/2x+ )Zz(\/;+1)2<:>2x+2=(\/;)2+2\/;+1
c>2x+2:x+2x/;+l<:>x—2\/;+1:()<:>(\/;) —2Jx+1=0 @(&—1)Z=0@J§—1=0
<:>\/;=1<:><\/;)2=12c>x=1

Donc : (VxeR ):\2r+2-Jx=lox=1

3)Soient(x;y;z)eR’ : On suppose que : x+y+z =0

Ona: |x y| |y z| |z x| (2|x y|+2|y z|+2|z x|)

C’est-a-dire : :—((|x—y|+|y—z|)+(|y—Z|+|Z—x|)+(|z—x|+|x—y|))

|x y| |y Z| |Z x|> (|x 2y+z| |y 2Z+x| |z 2x+y|)

Etona: x+y+2z=0 donc: |x y| |y Z| |z x|> (| 3x|+| 3z| |3y|)
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Donc : |x—y|+|y—z|+|z-x]2 = (|x| l2]+]¥])

Done : [x— y| | = 2|t x| 2 3. (x|+[2l +[3]) Car: 2 (af+[2|+1v1) = 2 ]+ =]+ 1v)

4) Soit n € N* ; Montrons que si 7 est un carré parfait, alors 27 ne peut pas étre un carré parfait.
Par I'absurde, supposons que : 77 est un carré parfait, et 272 est un carré parfait,

Donc : il existe :m e N*tel que : » = m” et Ip € N'tel que : 2n = p’

Ona:z = m? donc: 2n = 2m>etdonc : 2m’ = p’
Donc: dp € N tel que : 2m=p

Donc: ameN* dp e N tel que: \/EZBEQ
m

C’est une contradiction carona: 2 ¢ Q
5) 1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons :
370 4 4702 4 570 = 14+16+5=22=2x11

Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité . Supposons que P(n) soit vraie

Clest-a-dire : Fk e N/3" + 4" + 5" =11k

Donc: 3k e N/3%" =11k — 4> — 57!
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k € IN /3> 4 457472 4 52754 — 1 1k" 22
35n+5 +45n+5+2 +55n+5+1 — 35n ><35 _|_45n+2 ><4_5 + 55n+1 XSS

_ (1 1k_45n+2 _55n+1)x35 +45n+2 ><45 +55”+1 ><55

=11k x3° =472 %35 _ 551 %35 1 452 x 45 4 5571 x 5°

=11kx3° +(4° =3")472 +(5°=3°)5"" =11k x 37 + (1024 - 243) 4™ 4 (3125 -243) 57"
=11kx3> +781x 4> +2882x 5" =11k x3* +71x11x 4" +262x11x5""

=11(k><35 +71x 47" +262><55””) =11k"avec k' =kx3° +71x4"* +262x5"" e N

Donc P(n+1) est vraie.

Sn+2 Sn+l
+4

Conclusion. Par le principe de récurrenceona : V71 € N3 +357"" est un multiple de 11

6) Montrons par disjonction des cas que : Vx e R : \/m+%(x+2) =0
SoitxeRR : \/m+%(x+2)>—0<:>\/m>——%(x+2)

Premier cas : six+2>0 c’est-a-dire ; x>-2 donc: —%(x+2) <0

Alors : W>—%(x+2) car m>0 et —%(x+2)<0

2ieme cas :si x+2<0 cest-a-dire; x<-2 = —%(x—l—Z) >0
\/ﬁ>—%(x+2)©(\/ﬁ)2 >—i(x+2)2

<:>4(x2+1)>x2+4x+4<:>4x2+4—x2—4x—4>0 <3x2—4x>0

Comme : 3x2—4x >0 sur ]—00; —2] (proposition vraie) (on dresse le tableau de signe de : 3x2—4x
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Alors :si x<-2/x2+1 = —%(x+2)
Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :
VxeR:/x2+1 +%(x+2) >0

Exercice3 : (1,5pts) : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble £
Vérifiant: E=AUB et AnCcB et BNnCc 4
Monter que : Cc ANB
Solution : Soit x € C montrons que xe ANB?
Si xgAcomme: E=AUB =>xeB=xeBNnC
—=xeBNC = x e A on aboutit a une contradiction

Donc: xe4 (1) etcomme: xeC
Alors : xe ANC et puisque : AnCcB
Alors : x e B(2)

D’aprés (1) et (2)on en déduit que : xe ANB

Conclusion :Cc AnB

i , o f:R->R

Exercice4 : (2,5pts) : (0,5pts+0,5pts+0,5pts+1pts)  Soit L’application f :
X 3x*2—6x+5

1) Résoudre I'équation f(x)=0

2) f est-elle surjective ?
3) f est-elle injective ? justifier

4) Déterminer : f([1;+00[) et /' ([2;11])

Solution :1) f(x):0<:>3x2—6x+5:0 : A:(—6)2—4x3x5:36—60:—24<0
Donc: S=J

2) f(x) =0 n’a pas de solutions donc 0 € R n’a pas d’antécédents

Donc : f n’est est-pas surjective
3) Méthode : Pour les fonctions : f(x)=ax>+bx+c

5=ceR(Ensemble d’arrivé) : on Recoud I'équation f(x)=5
f(x):5<:>3x2—6x+5=5<:>x(3x—6)=0<:>x:0 ou x=2
Donc: f(0)=5=/(2) mais 0=2

Donc : f n’est pas injective

4) Déterminer : f([1;+oo[) et f‘l([2;11])

a)f([1;+oo[):?

f(x)=3x2-6x+5 Déterminons la forme canonique de f(x)
f(x)=3x2=6x+5=3(x*-2x)+5=3((x-1)>=1)+5=3(x—1)>=3+5=3(x~1)>+2

a 2 a 2 a 2 a 2
Remarque : x*+ax=|x+—| —| - | et ¥*—ax=|x——| —| =
2 2 2 2

£ ([s+00]) = L (x)  x € [15400[}

xe[ltof @x21ex-120(x-1) 203(x-1) 20 3(x-1) +222 = f(x)>2
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velod & 7 (x) 2540
f( [1;+oo[ ) [2;+00]

b) /7 ([211]) 2

SH([z1])={reR/ f(x)e[211]}
xef([z11])oxeRer2< f(x)<llexeRer 2<3(x—1) +2< 11 xeRer 0<3(x—1)" <9
= 0<(x-1) <3

©0S|x—l|ﬁx/§<:>03x—lﬁx/§ou OS—x+1S\/§<:>1SxS\/§+10u —IS—xS\/g—l
<:>le£\/§+1 oul—\/gﬁxsl
xef-'([z;ll])@1stJ§+1ou1—J§Sx31c>xe[1;ﬁ+1]ou xe[l—ﬁ;l}
Donc : /' ([5:10]) = 1-331 U 3 +1] = 1-V3;1+3 |

Exercice5 : (3pts) : (1pts+2pts)

1) Montrer que : Vxe[-1;0] 1<2Jx+1-x<2

f:[-1;0]-[12]

xl—)%/ﬁ—x

a) Vérifier que : Vx e[-1;0] ;f(x)=2—(\/)m—l)2

b) Montrer que f : est une bijection et déterminer sa bijection réciproque f_1
Solution : 1) Montrons que : Vxe[—l;O] 1<2x+1-x<2

Soitx €[-1;0]

1<2Jx+1-x<2< 1+x<2Jx+1<2+x

o (1+x) s(sz <(2+x) & (1+x) —4(x+1)<0 et (2+x)" —4(x+1)>0
< (1+x)(1+x-4)<0 et x> +4x+4-4x—-4>0

< (1+x)(x—3)<0 et x> =0

2)Soit I'application :

Comme : xe[—l;O] alors : —1<x<0
Donc: 0<x+1<l et 4<x-3<-3
Onadonc: (1+x)(x=3)<0 et x* >0 (vraie)

Par suite : Vxe[—l;O] 1<2dx+1-x<2.

f:[-1;0]-[12]

X 2yx+1-x

a) Vérifions que : Vx e[-1;0] ;f(x)=2—<\/x+l—l)2
f(x):2\/x+1—x:1+2\/x+1—x—1:1+2\/x+1—(\/x+1)2 :2—((\/x+1)2—2\/x+1+1)

Donc : f(x):Z—(\/x?—l)2

b) Montrons que f : est une bijection et déterminer sa bijection réciproque fﬁl.

2)Soit I'application :
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Soit y €[1;2]; Résolvons dans : [-1;0]; 'équation : f(x) =y
f(x):y<:>2\/x+l—x:y<:>2—(\/x+1—1)2 =y
&2-y=(\at1-1) & [x+1-1={2-y Car 2-y20
<:>—(«/x+1—1)zJ2—y Puisquexe[—l;O];et donc : Vx+1-1<0
=12y & (Vari) =(1-f2)

Car: 2<—y<-120<2-y<I1=0<2-y <= -1<-2-y <0
=0<1-\2-y<1

@(M)2:(1— 2—y)2c>x+1=(1—1/2—y)2@x:(l—«/Z—y)z—l

Comme : xz(l—\/ﬂ)2 -le[-10]

Ceci signifie que I'application f est bijective.

S [12] = [-1:0]
Sa réciproque est I'application ' définie par :
X > (1—\/2—x)2 —1

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliéerement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

L
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