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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (4pts) : (1pts+1pts+1pts+1pts)
Déterminer, en justifiant la réponse, la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes et
déterminer leurs négations :

1) P "\/a;é\/ﬁ+x/g ou \/5:\/5—\/5"

2)O: « Vxe]—oo;—S];—xz—x+6§O»

3)R: « VxeR:Nx +1-x=0»

4)S:« AneN;VxeR:n—-1<x?»

Solution : 1) P : "81 16 +/25 ou 3 =+5-2"
”\/ﬁi\/ﬁh/g” est fausse car : "\/E+\/E:4+5=9 et\/ﬁ:9"
\/§=\/§—\/E Signifie : \/§+\/§=\/§ est fausse car :
(ﬁ+ﬁ)2=J§2+J§2+2J§J§=5+2J8 Mais - v/5%=5
P "B1#16 425 ou B =5-2" est fausse

P: "\/8_1:\/%+\/5et 37&\/3—\/5"

2)O: « Vxe]—oo;—S];—xZ—x+6S0»

-x*—x+6: A=b?—-4ac=(-12+4x1x6=25.
Comme : A > 0, le trinbme posséde deux racines distinctes :

-b—25 1-5 t -b—25 1+5
xl = = = 2 e xz = = = —3
2a -2 2a -2
T —C -3 2 4
— 12—+ - 0 + 0 =

Vx € |-00;-3];—x2=x+6 <0 et Comme : —-5<-3

O: « Vxe]—oo;—S];—xz—x+6£0» est vraie et é: « El)CE]—OO;—5];—x2—X+6>0»
3)R: « Vxe]Rﬂm—x:O» alors : 1_31 « er]Rﬁ\/m—x;tO»

]_3: « EIxeR*;M—x;tO»; il suffit de prendre : x =1 :leR*;M—I:\E—liO

R: est vraie par suite R: est fausse
4)S:« dne N;Vx e R:n—1=< x? »; est vraie il suffit de prendre :
n=1:1eN;1-1=0<x? —=dn=1eN;VxeR:1-1<x2
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Exercice2 : (7,5pts) : (1,5ptsx5)

1) Montrer que : V(x;y) e R? : (x;s% ety;t%jj(xyﬁ_x_erﬁi

2) Montrer que : (V(x;y;z)ER3):x+y+z:0<:>x3+y3+z3 =3xyz

%)

3)Montrer par disjonction des cas que : Vx e R:|x—1| <xr-x+1
2

4)Montrer que pour tout n e N* : 1+3+5+...+(2n +1)=(n +1)

5) Montrer que : vaneN' \n° +7n+12 ¢ N

. 1 1 1
Solution : 1) Soit(x; y) € R* : Montrons que : ( 2 —x—y++ :—]:{ -8 :—j
) Seit(x.7) ; e 2)7UT R R
1 1
N2 =x—y++/ :—5:>\/2(xy\/2—x—y+\/2):—,_2\/2:>2xy2—\/2x—\/2y+2=1

:>2xy—x/§y—\/§x+1=0 :Zy[x—g]—ﬁ[x—ngo

:{x—%}(b}—ﬁ):O:x—g:O ou 2y—\/5:O :ngzo ou yzg

Par contraposition on a donc : V(x;y) e R* : (x # % ety# %j = (xyﬁ-x-ywi;t %]
2) Soient(x; y;z) e R’

x+y+z=0<:>x+y=—z<:>(x+y)3 =(—Z)3 =5 +3x2y+3xy2 +y3 =z
X +y +2° =3xy(x+y) or(x+y=-2)

ox’+y +2° =3xy(—z)=3nz

3)‘v’xeR:|x—1|£x2—x+l

SoitxeR : Premier cas : six—1>0 cest-a-dire ; x>1=>|x—1|=x+1

-l <-x+100< 2 —x+1-x+1 0220 +2 5 0< (x—1) +1

Comme: 0 s(x—l)2 +1 est une proposition vraie

Alors : six>1: |x—1|Sx2—x+1

2ieme cas:six—1<0 cest-a-dire ; x<1= |x—1| =—x—1
|x—1|sz—x+1©0£x2—x+1+x—1©03x2

Comme : 0<x? est une proposition vraie

Alors : six <1 : [x=]<x*-x+1

Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :

VxeR:|x—1|Sx2—x+1

4) Notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 1+3=4 et (1+1)2 =4 donc 4=4.

Donc P(0) est vraie.
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2étapes : Supposons que :1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2

3étapes : Montrons alors que : 1+3+5+..+(2n+1)+(2n+3)=(n +2)2 ??
On a: 143+5+.+(2n+1)+(20+3) = (143+5+..+(2n +1))+(2n +3)

et on a d’apres I'hypothése de récurrence: 1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2
Donc :1+3+5+...+(2n +1)+(2n+3)=(n +1)2 +(2n+3)
143+5+..+(2n+1)+(2n+3)=n’+2n +1+ 20 +3=n" +4n +4

Donc :143+5+...+(2n +1)+(2n+3)=(n+2)’

Conclusion : Par le principe de récurrence on a : 1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2 VneN"

5) Par 'absurde, supposons qu'il existe n € Ntel que : NP +7n+12 eN
Cest-a-dire : Ine N"et ImeN tel que : Vn’ +7n+12 =m

NP +Tn+12=men* +Tn+12=m> ©n* +6n+9+n+3=m’ < (n+3) +n+3=m’
etdonc : (n+3)° <m® etcomme: (n+4) =n*+8n+16

Alors : (n+4) —m’ =(n’ +8n+16)—(n’ +Tn+12)=n+4>0

On a alors : (n+3)2 <m’ <(n+4)2 cest-a-dire : n+3<m=<(n+3)+1

C’est une contradiction car on ne peut pas avoir un entier strictement compris entre deux entiers
consecutifs : n+3 et n+4

Ceci signifie : vneN* Jn>+7n+12¢N

Exercice3 : (4,5pts) : (2pts+2pts+0,5pts)

:R—{l} —-> R’
Soit 'application g : 2
s g (x) = —
2x—1

1) a) Montrer que : g est injective
b) Montrer que : g est surjective
2) En déduire que g est une bijection. Déterminer son application réciproque
3) Déterminerg™ ([—5;2])
9

Solution : 1) a) g(x)zi
e

Soient x, € R—{l} et x, e R—{l}
2 2

9
2x,+1  2x,+1

g(x)=g(x)=

11
2x,+1  2x,+1

=2x, +1=2x, +1

= 2x, =2x, X, =X,
Ainsi on a montré que g est injective.
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b)Soit y € R" : Résolvons dans R—{%} I'équation : g(x) =y
g(x):yc)i:yc>9:y(2x—l)

2x -1
©9=y(2x-1) ©2xy-y=9 ©2xy=9+y < 2xy=9+y Comme yeR’

O+y
<& X =— Bien défini.
2y

9+ 1
On doit aussi montrer que : x= Y R—{—}
2y 2
C’est-a-dire : On doit montrer que : 92+—y¢% ??
Y
: ; \ 9+y 1
On raisonne par I'absurde, c-a-d on suppose que S5
y

!
9+_y:5<:>2(9+y)=2y<:>18+2y=2y =18=0

2y
Ce qui est impossible.
On déduit alors : Vy e R® 3re R_{%}/g(x) _y
Ceci signifie que I'application g est surjective.
2)On a I'application g est injective et surjective, ceci signifie d’aprés un théoréme que I'application g
est bijective.

g(x)=y ngfl(y)=9+_y
R 1< 2y
re {2} ew
9+x
Donc: VxeR' ; g'(x)=—=
& (x) 2x
|
’I:R*—HR{—{—}
$ 2
X g (1) =k
2x
2) Déterminons : g ([-5;2])
9+x 9 1 1
Ona:g'n==r-2,1,1
g (%) 2x 2Xx 2

g ([-5:2]-{0}) =g ([-s:0[ ]0:2])

=g ([-s:0)ve(Jo:2))

—5£x<0:2xl+l§_—2
x 2 5

O<x£2:££2xl+l
2 x 2

Ainsi: g ([—5;2]){—0@—%}{%&0{

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

I~



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
105 +o0[ x |0 +o0] — [4;+o0]

(s3) () 242

Xy

Exerciced : (4pts) : (3pts+1pts) Soit l'application :

1) Montrer que f est surjective
2) f est-elle injective ?

Solution : 1) 2) Soit : ze[4;+0[ ; 3?(x;y) € |0;400[ x |0; 400
Tel que : f(xy)=2727

f(X;y)=Z<:>(x+y)[l+l):Z

Xy
ol+iilii=zeliloz 0
y X y X
X 1
On pose : —=t <:>t+;=2—2 o' —(z-2)t+1=0
Y

A=(2—2)2—4:22—4z
Comme : 45<z alors : z—222:(z—2)2 >4
Donc: A=(z-2)*-420
Alors I'équation admet une ou deux solutions :

-2 -2)2-4 -2)-(z-2)*-
t:(Z )+ (z ) 0 ou Z=(Z 2)-\/(z-2)*-4

2 2

Donc : 3(x;y) € |0;+00] x]0;4+o0[ tel que : f(x3y)=z
Donc : f est surjective
2) f est-elle injective ?

Sije trouve : (x;x,)#(x;x;) et f(x;x%)=/(x;x)) on peut affirmer que f n'est pas injective.

onas f(Lia)-(Le)(zed)- (2] mais (5:2)#(25]

Donc : f n'est pas injective

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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