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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1pts+1pts+1pts)

Ecrire chacune des propositions suivantes en utilisant les symboles logiques et donner la valeur de
vérité et la négation (justifier les réponses)

1) P: « I'équation x> —2x—5 =0 admet une solution dans I'ensemble des entiers naturels »

2) 0: « I'inéquation x*> —3x—11<0 n‘admet pas de solution dans I'ensemble des nombres réels »
3) R: « Tout entier naturel multiple de 12 est divisible par 3 »

Solution :1)P: « JxeN;x’ —2x-5=0»
x?—2x-5=0: A=b?-4ac=(-2)°+4 x1x5=24.
Comme : A >0, le trinbme posséde deux racines distinctes :

x :2_2\/821—\/EQN et x :2+2\/€:1+\/6€N

! 2 : 2
Par suite : P est une proposition fausse.
P: « YxeN;x*=2x-5#0»
2) x> —=3x—11: A=b2—-4ac=(-32+4x1x11=9+44=53> 0.
Comme : A > 0, le trinbme posséde deux racines distinctes
L'inéquation x> —3x—11< 0 admet au moins ses racines comme solutions
est une proposition fausse.

0: VxeR;x* -3x-11>0

0: IreR;x* -3x-11<0

3) R: VneN « I est multiple de 12 = 7 est divisible par 3 » est une proposition vraie.
En effet : Soit neN

n est multiple de 12 = 3k eN/n=12k = ElkeN/n:3><(4k)
=3k'eN/n=3xk" avec : k'=4k eN = n est divisible par 3

R: dneN « N est multiple de 12 et 1 n’est pas divisible par 3 »
Exercice2 : (7pts) : (2pts+0,5pts+1,5pts+1,5pts+1,5pts)

oy X 1 1
1) a) Montrer que : (V(x;y)eRz):—2+%2—+—
yooxoxy
3\ a+b b+c a+c 1 1 1
b) Déduire que : (V a;b;c)e|(R™ ): + + >2| — 4 —4—
2) Montrer que la proposition : « (v(n;m)e(N*)z):l+ Lyl vl N »estfausse
n n+l n+2 n+m

3) Montrer que : VxeR : x&[-14] =x2-3r-4>0

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

=



http://www.xriadiat.com/
http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

4) Montrer que : V(a;b;c) e R* ; a+b*+ct>axb+axc+bxc

5) Montrer que : Yz e N* ; 72> + 1 n’est pas un carré parfait.

Solution : : 1) a) Soit(x; y) e R™

212 242 2 2
x oyt ox 1oy 1 XY=y y=r x»-yf1 1
o) \x y) y¥ox ¥y x Yy xy \y x

ERRRTRANEES/FENE/TS R

2

yoxr) \x oy Xy Xy (x)
(v(e)er?) Z s 211
Donc.( (x,y)e ) y2+x2 x+y

:a+b+b+c+a+a22(l+l 1)
2 aZ bz

Soit (a;b;¢) e (R™)

a+b b+c a+c (a cj (b cj (a bj
+ + =l == [+ =+ = |+ —+—
c? a? b? ¢t a? ¢ b b? a?

2\ X I 1

D’aprés 1) a)on a: (V(x;y)eRz):—2+%2—+—

yooxox 0y
1 1 b ¢ _1 1 a b 1 1
Donc: 4 S>> " @ et 215"~ et L4 2>y
c? azaco c? b2bce b> a* a b

La somme des inégalités €)et@ et@ membre a membre donnent :

(a cj (b cj (a bj 1 11111
—t— || == |+ == [+
¢t a? ¢t b b> a>) a ¢ b ¢ a b

; 11 1
Cbsp&dke:(v@xmﬂe(R+fy“+b+b+c+“+“zz(_+_+_]
c? a? b* a b c
2) La négation de cette proposition : « (EI(n;m)E(N*)Z):l—}— ! + ! +..+ 1 ¢ N » est vraie
n n+l n+2 n+m
(ﬂnznmzneovf)l+—L¢4+l=§eN
1 1+1 2 2
, " a2\ 1 1 1
Par suite : la proposition : « (V(n;m) € (N ) ):—+—+ +..+ e N » est fausse
n n+l n+2 n+m
3) Soitx e R : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : x*-3x-4<0=> xe[-1;4]
A=(-3)2=4x(-4)=9+16=25>0
Donc : deux racines : x, =3+“/E=3L5=4 etx2:3_*/gzﬂ:_1
2 2 2 2
Tableau de signe :
& —oc —1 4 +ox
23— + O - 0 +

¥ =3x-4<0 si xe[-14]
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Donc : VxeR; ¥-3r-4<0= xe[-14]

Alors : Par contraposition :

VxeR : xé[—l;4] =>x*-3x—-4>0

4) Nous raisonnons par équivalence : Soit : (a;5;c) e R’

a’+b’+c’ >axb+axc+bxc <:>2(az+b2 +cz)22(a><b+a><c+b><c)

S 2a* +2b* +2¢* —2axb—-2axc—-2bxc>0

<:>(a2 —2a><b+bz)+(a2 —2a><c+cz>+(b2 —2b><c+cz)20 <:>(a—b)2 +(a—c)2 +(b—c)2 >0; (vraie)
Donc: V(a;b;c)eR® 5 a® +b*+c* 2axb+axc+bxc

5) Méthode : Soit P une proposition mathématique.

Pour montrer que P est vraie, on peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.
Soit n e N* ; Montrons que : 72> + 1 n’est pas un carré parfait.

Par I'absurde, supposons que 72> -+ 1 est un carré parfait

Donc :il existe m e Ntel que : 7> +1=m"

Ona: n®> <n”>+1etn*+1<(n+1) (car(n+1)"—n*+1=2n>0)
Cest-a-dire : n* <n’>+1=<(n +1)2

Donc: n> <m® < (n+1)2

Parsuite :n<m—<n+1

C’est-a-dire : il existe un entier naturel strictement compris entre deux entiers consécutifs, ce qui
est contradictoire

Donc : VneN' ;7222 + 1 n’est pas un carré parfait.

Exercice3 : (2,5pts) : (0,5pts+1pts+1pts)

Soit neN: Onpose :U, =n4"™" —(n+1)4" +1

1) Montrer que : VrneN ; U,,, =4U, +3(4"" -1)

2) Montrer que : VrneN ; le nombre : a, =4"" -1 est divisible par 3

3) Montrer que : Vn e N ; le nombre U, est divisible par 9

Solution :1) a) Montrons que : VaeN ; U, , =4U, +3(4"" -1)

Soit: neN Ona: U, =nd"?-(n+2)4"" +1

AU, +3(4"" =1)=4(nd"" —(n+1)4" +1)+3(4"" —1) = 4n4"" —4(n+1)4" +4+3x4"" -3

=n4"? —(n+1)4"" +3x4"" +1=nd"? +(-n—1+3)4"" +1=nd"? +(2—n)4"" +1

=(n+1-1)4"7 +(2=n)4"" +1 =(n+1)4"? 4" +(2-n)4"" +1 =(n+1)4"> —4x4"" +(2-n)4"" +1
=(n+1)4"? +(2—n—4)4" +1=(n+1)4"> —(2+n)4"" +1

Donc : 4u, +3(4"" —1)=n4"? —(n+2)4"" +1=U,,

Donc: VneN ; U, =4U, +3(4" -1)

2) Montrons que : Vne N ; le nombrea, =4"" —1est divisible par 3

1étapes : I'initialisation : Pour n=0 nous avons : ¢, =4""-1=4-1=3=3x1 et 2n+3=2x0+3=3
Le nombre ¢, est divisible par 3

Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Ik e N/, =4"" —1=3k
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Cest-a-dire : Ik e N/4"" =3k +1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3k’ eN/a , =4"7 -1=3k'

n+l

a,, =47 —1=4""x4—1=(3k+1)x4-1

a,,, =12k+4—-1=12k+3=3(4k+1)=3k" avec k'=4k+1eN

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

VneN ; le nombrea, =4"" -1est divisible par 3
3) Montrons que : Vrn e N ; le nombre U, est divisible par 9
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons U, =0x4"" —(0+1)4" +1=-1+1=0et 9divise 0

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie
Cest-a-dire: Ik e N/U, =9k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3k" e N/ U, =9k" ??

Ona:u,, =4U,+3(4" -1) et Ik e N/U, =9%ketonaaussi: Ik'eN/a, =4"" —1=3k’
Donc: U,,, =4x9k +3x3k'=9(4k+k")=9k"avec k"=4k+k'eN

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence on a :

Vn eN ; le nombre U, est divisible par 9

. . — [ Ro>R
Exercice4 : (3,5pts) : (0,5pts+1pts+lIpts+1pts) : Soit L'application f :
X x*+2x+2
1) Résoudre I'équation f(x)=0

2) f est-elle surjective ?
3) f est-elle injective ? justifier

4) Déterminer : f([—1;+oo[) et 1~ ([5;10])

Solution :1) f(x)=0&x2+2x+2=0

A=22—4x2=4-8=—4<0

Donc: =0

2) f(x)=0 ma pas de solutions donc 0 R n’a pas d’antécédents
Donc : f n'est est-pas surjective

3) Méthode : pour les fonctions : f(x)=ax>+bx+c

2=ceR (Ensemble d'arrivé) : on Recoud I'équation [ (x)=2
f(x):2<:>x2+2x+2:2<:>x2+2x=O<:>x(x+2)=0<:>x=0 ou x=-2
Donc: f(0)=2=f(-2) mais 0=-2

Donc : f n’est pas injective

4) Déterminer : f([—1;+00[) et 1 ([5;10])

a) f ([~1;+e0) =2

f(x)=x2+2x+2 Déterminons la forme canonique de f (x)
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fF(x)=(x2+2x)+2=(x+1) 1 +2=(x+1) +1

Remarque : x2+ax:(x+gj2—(ﬁJ2 et x2_ax:(x_ﬁj2_(ﬁ)2
2 2 2 2
F(tsoel) =17 (x) et
xe[-Lto @x>-1ox+120e (x+1) 20 (x+1) +121e f(x)21

e[ l+oo[©f( ) [l;+oo[

( 1+oo[) 1+oo[
b) /' ([5:10])
f(B)={xeR/ f(x)e[510]}={xeR/5< f(x)<10}
xef'([510]) e xeRer S<f(x)<10o xeR et 5<(x+1) +1<10 xe R et 4<(x+1)" <9
xef([510]) > xeR e 2<|x+]|<3<2<x+1<30u 2<—x-1<3<1<x<2ou3<-x<4
xef’l([S;IO])cﬂSxSZ ou—-4<x<-3&xe [1;2]0u X e [—4;—3]
Donc: /' ([5;10]) =[L2]u[-4;-3]
Exercice5 : (4,5pts) : (1pts+1,5pts+2pts)

foJltoo] o 4] 8° Ji+o0] = i +00]

Soient les applications : D) et [\/;sz

X 1+\/;_1 PRI ﬁ
1) Déterminer : f([2:4]) et g ({9})
2) Montrer que f est une bijection de |I;+%[ dans |I;+w0[ et déterminer sa bijection réciproque
3)a) Verifier que : Vx € Jl;+o0[: g (x) = (£ (x))’
3)b) En déduire que : g est une bijection de ]1; +oo[ dans ]l;+00[ et déterminer sa bijection
réciproque
Solution : 1)xe[24 ©2<x<4 o 2-1<{x -1l 1<

Donc : f([2;4[) = }3;3+2\/§}

g ({9}) ={x et/ g(x) e {9} ={x e Ju o] / 2 (x) =9}
g (o)) ={x=1/Vx =2} ={x=1/x=4} = {4]

2)Montrons que f est injective ?

Soient x, € [l;+o0 et x, € Jl;+o0]

f(xl):f(xz):1+\/x_2_1:1+\/x_2_l:\/Z—lz\/g—lz\/z= PR
1 2

Donc f est injective
Montrons que f est surjective ?

<3< f(x)<3+242
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2

Jr-1

Soit ye |+ ; y=f(x) = y=1+

<:>y_1: C>\/;—1:LC> x:i+1:2+y_1:y+1
\/;—1 y—l y—l y_l y—l
2
+1 2
y:f(x)ax:(y_] cton a: (y_Hj _1:[y+1_1j(y+l+lj= 4y 0
y-1 y-1 y-1 J\y-1 (y-1)

2
+1
Donc : Vy € [I;+o0] (_y 1] =1
y_

Donc : (Vy e t;+00] ) (Ix & Jls+00[ )/ x = (i—jj et y=1(x)

Donc : que f est surjective de [I;+o0] dans ]1;+o0[
Détermination de sa bijection réciproque ?

Doy o)
. S ] j]lww[
(2

x—1

3)a) Vérifier que : Vxe ]l;+oo[ : (f(x))2 =(1+ \/;—1)2 =g(x)

3)b)Ona: g=hos avec h(x)=x*Vxe]l;+o[:

Et puisque les applications f et h sont des bijections de ]1; +OO[ dans]l; +00[ alors g=ho festune

bijection de ]I;+oo[ dans |I;+oo[ eton a : gfl(x):(hof)-' (x)=f"oh™ (x) :fl(hl(x)):[ﬁti

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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