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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (2pts) : (1pt+1pt)
On considére la proposition suivante : P: (VxeR):x<6=x" <36
1) Ecrire la négation de P

2) En utilisant un raisonnement par contre-exemple, Montrer que P est fausse.
Solution :1) Ona: P: (VxeR):x<6=x’<36 alors: P;(IxeR):x<6 et x* =36

Car: P=>P,oPet P,
2)Ona: Pestvraiecar (3-7eR):-7<6 et (—7)2 =49>36

Par suite : P est une proposition fausse. (-7 est le contre-exemple)
Exercice2 : (3pts) : (1pts+1pts+1pts)

1) Soit aeR* telque: Ve >=0:a<¢&
Montrerque : a =0

2) Soient acR et be R telsque: Ve>0:la—b|< ¢

Montrerque : a =56

3) Soient acR et he R

Montrerque : a<b<=>Ve>0:a<b+c¢

Solution :1) Soit a e R* telque: Ve >0:a<¢

Montrons que : a =0

Supposons : a=0 etcomme: aeR" alors: a >0

et puisque: Ve >~0:a<g onprend: £ =a >0 onauradonc: a < a contradiction
Donc: a=0

2) Soient acR et be R telsque: Ve >0:|a—b|<& : Montrons que : a =5

Supposons : a = b alors : |a—b|> 0
et puisque : Ve >0:|la—b|< & onprend: & =|a—b|>0 on auradonc: |[a—b|<|a—b|

contradictionetdonc: a=54
3) Soient acR et he R
=)Montronsque: a<b—=>Ve>0:a<b+& ?

Supposons : a <b et Supposons e >=0/a=b+¢

Alors: de >~0/a—b=&>=0

Alors : a—b =0 c’est-a-dire : a = b contradiction aveca < b
Donc: a<b=Ve>=0:a<b+¢

<) Montronsque : Ve >0:a<b+s=a<b?

Ve-0:a<b+e=>Ve>0:a—b<c¢

Supposons a—b >0 onprend: e=a—b>0etpuisque : Ve>0:a-b<¢ alors a—b<a—>b
contradiction.

Ve=0:a<b+e=>a<bh

Conclusion: a<b<=Ve=0:a<b+¢
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Exercice3d : (2 ,5pts):
Montrer par disjonction des cas : que pour tout Vne N ; n> — n estdivisible par 3.
Solution : Soit neN : n’—n :n(n2 —l)zn(n—l)(n+1)

Il y’a trois fagons d’écrire : n=3k ou n=3k+1 ou n=3k+2 avec: keN
Pour cela on va utiliser un raisonnement qui s’appelle raisonnement par disjonction des cas :

1ére cas : si n=3k : n3—n:3k(3k—1)(3k+1):3(k(3k—1)(3k+1)):3k' avec: k'=k(3k-1)(3k+1)eN
Donc : »’ —n est un multiple de 3 dans ce cas

2érecas :si n=3k+1: n'—n=(3k+1)(3k+1-1)(3k+1+1)

= (3k+1)(3k)(3k+2)=3(k(3k+1)(3k +2)) =3k" avec: k'=k(3k+1)(3k+2)eN

Donc : »’ —n est un multiple de 3 dans ce cas aussi
3érecas :si n=3k+2

n —n=(3k+2)(3k+2-1)(3k+2+1) =(3k+2)(3k+1)(3k+3)=3((k+1)(3k +1)(3k+2)) =3k’
Avec : k'=(k+1)(3k+1)(3k+2)eN

Donc : Le nombre :»* —n est un multiple de 3 dans ce cas aussi.
Par conséquent : selon le raisonnement par
Disjonction des cas le nombre »* —» est un multiple de 3 pour tout neN.

Exercice4 : (2,5pts) : Soit » « N™ ; on pose @, le nombre formé de 7 nombres égaux a 7

(C'est-a-dire : %n = &,_Z parexemple: @, =7 eta, =77 ; a, =T777)

Montrer que :vneN" : ¢, =%(10” —1).
Solution : Notons P(n) La proposition "a, =77...7 = z(10” -1)"
%f_/ 9

n fois7

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : linitialisation : Pour n=1 nous avons @, =7 et g(lo1 —1): 7 donc 7=7.
Donc : P(1) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Soit : n e N*
. . . 7 n
Supposons que P(n) soit vraie c’'est-a-dire : 4, =§(10 —1)

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

7 n+
Montrons alors que : 4,., =§(10 1—1) ??

7
Ona: g, =7x10"+77...7=7x10" +a_eton a d’aprés I'hypothése de récurrence : 4, :—(10" —1)
n+ \ ) n 9

n fois7

Donc 4., =7><10”+g(10”—1):%(9x10"+10”—1):%(10><10"—1):5(10””—1)

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.

1
Conclusion : Par le principe de récurrenceona ::vrneN" : 4, =§(10” —1)_
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Exercice5 : (4,5pts) : (1pts+2pts+1,5pts)
Soient les ensembles : E={(x;y)eR2/x2+y2=1} : Fz{(x;y)eR2/x3 + :1} et 1 =[-11]
1) Montrerque: E-xJ et F=J
2) Montrer que : Esz{(l;O);(O;l)}
3)Montrerque: EcIxl et E#IxI
Solution: 1) Ona: (0;1)eE car: 0°+1° =1 donc: E#Q
Ona: (0;1)eF car: 0°+1°=1donc: F =
2) Montrons par double inclusion que : EmF:{(l;O);(O;l)}
a) Montrons que : (x;y)e{(l;());(();l)} ?
Soit:(x;y)€e ENF :Donc: (x;y)eE et (x;y)eF
Donc: x2+y2=1¢et x’ +)° =1
Donc : X>+y*=x"+)’
Donc: x2+y2—x*—3* =0
Donc : x*(1-x)+y*(1-y)=0etcomme : x> <x*>+y?=1et y?<x?+y>=1
Alors : x><1 et y2<1
Alors : |x|<1 et [y|<1
Alors: 0<1-x eto<1-y
Donc: x2(1—x)+312(1—3»)=0
=0 =6
Donc: x2(1-x)=0 et y*(1-y)=0
Donc: (x=0 ou x=1)et (y=0 ou y=1)

Donc: (x=0et y=0)ou (x=0ef y=1) ou (x=1et y=0) ou (x=let y=1)
Donc: (xy)=(0;0)ou (x»)=(0;1) ou (x;¥)=(L0) ou (x;¥)=(11)
Mais : (x;y)e ENF donc : (x;y)=(0;0)

(0,0)¢E Car: 2+02=1 et (L1)¢E Car: 1>+1% 1

Donc: (x;y)e {(I;O);(O;l)} .

a) Montrons que : {(1;0);(0;1)}cEmF ?

Ona: (0;1)eE et (0;1)eF car: 0*+1°=1 Et 0° +1° =1
Etona: (L0)eE et (L0)eF car: 0>+1°=1 Et 0 +1° =1

Donc : {(I;O);(O;l)}cEmF

Par suite : £NF ={(1;0);(0;1)}

3) Montrons que : EcIx] avec: I=[-Ll]

Soit:(x;y)eE zdonc: x2+y*=1letcomme : x2<x2+y>=let y2<x>+y2=1
Alors : x2<1 et y2<1
<1

Alors : |x|<1 et |y
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Alors : —1<x<let -1<y<1
Donc: xelet yer

Donc: (x;y)elIxI parsuite: Ecx]

b) Comme : (L1)eIx] et (L1)gE (1°+1° =1)
Alors : IxI & E etparsuite: E#1xI
Exercice6 : (5,5pts) : (1,5pts+1,5pts+2,5pts)
Soit 'ensemble : D={(x;y) eR*/ y—x+120}

]l; +oo[>< R—>D
Et soit 'application 7 :
PP 4 (x;y)H(2x+y ;x2+y)
1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est Surjective
3) Montrer que f est bijective et Déterminer # ' la bijection réciproque de r .

Solution : 1) Soit : (x;); (1)) € [L+oo[ xR
Telque: f(x;y)=f(x})):

Montrons que : (x;y)=(x;)") 2?
f(x;y)zf(x’;y’)@(Zx-l—y ;x2+y):(2x'+y' ;x'2+y')
2x+y=2x"+)' 2(x=x")=)"-y (1)

< 2 12 ' = 2 22 _
X +y=x"+y X —x —y—y(2)
:>(x—x’)(x+x')—2(x—x')=0 :>(x—x’)(x+x’—2):0

=x—x=0 oux+x'-2=0=>x=x" ou x+x'=2

(1)et(2) =x’—x? = 2(x—x’)

Ona: (xy);(x;)) el+o[xR donc: xe i+ et x' e ]l;+o0]
Donc: x>1et x'>1
Donc :x+x' =2 par suite ; x+x'#2 etdonc: x=x'

2(x=x)=y'-y ()=0=y'-y=y=) =(xy)=(x))

Donc : f est injective

2) Soient (a;b) € D : Résolvons I'équation : f(x;y)=(a;b) dans : Jl;+00o[ xR

3 v)=(a;b 2 = 2 _dx=h— 2 _ 9y =0

f(x J’) (a )c>(2x+y ;x2+y)=(a ;b) o ;C+y a - X =2x=b-a - X =2x-b+a
]1;+OO[><R X —|—y:b

A=(=2)*-4xIx(-b+a)=4+4b—4a=4(1+b-a)>0

Comme : (a;b)e D Donc : 1+b—a>0etdonc: A=4(1+b-a)>0

Alors I'équation admet une ou deux solutions :
2+4,/4(1+b- 2—«/4 1+b-

= (2 a):1+\/1+b—ae (2 a)zl—\/1+b—a eé]l;+oo[

Et il suffit de remplacer x dans:y=bh—x" pour trouver y :

Donc :y=b—(1+VI+b-a) ek

Donc :V(a;b)e D ; 3(x;p) € [+oo[ xR f(x;y)=(a;b)

y=b—x" y=b—x"

X

i+ ou x=
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Alors f est Surjective
f est une bijection de |I;+o[ xRvers D

{f ()= (a:b) _ {f M(ash)=(xy)

]l;+oo[><]R veD

S 4oo[ xR —> D

f—'(a;b)=(1+m;b—(l+m)z) pone: (x;y)'—>(1+ 1+y‘x;y_(1+‘/m)2)

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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