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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (4pts) ; Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes et donner
la négation des 4 premiers propositions :

1) B (VxeZ)(3yeZ);x—y=2024

2) P (‘v’xeR)(Elye]—oo;Z[);3x2y—x+2y:O

3) B (vxe[0;2])(3y e[0:1]);xy—x+2y—-1=0

4) P,:(Ix e R)(Vy e R);x+2023 < y?

5) F5:(31xe[-1;0]): x> +4x+1=0

Solution : 1) Soit x € Zexiste-t-il y dans Z tel que : x—y=2024 ?
Ona: x—y=2024 <= y=x—-2024cZ

Donc: (VxeZ)(Iy=x—-2024 € Z);x—y = 2024

Donc : la proposition B, : est vraie.
Pi:(3xeZ)(Vy eZ);x—y #2024

2) Soit xeR; existe-t-il y dans |-;2[ tel que : 3x2y —x+2y =07
X

3x2y—x+2y=0& p(3x2+2)=x -
Y Y y( ) A 3x2+2

Il reste & montrer que : y € |-0;2|
X _z_x—6x2—4 _6x2—x+4

3x2+2 3x2+2 3x2+2

Ona: 6x2—x+4>0 car A=47<0 et a=6>0etona: 3x2+2>0

Donc: y-2<oc'est-a-dire: y <2

y—2=

Par suite : la proposition P est vraie.
f_’z: (Elxe R)(Vy e]—oo;Z[);3x2y—x+2y =0

3) Soit x€[0;2]; existe-t-il » dans [0;1] tel que : xy—x+2y—1=07?

xy—x+2y—1=0<:>xy+2y=1+x<:>y(x+2)=1+x<:>y=1+x=1— !
x+2 x+2
Il reste & montrer que : y €[0;1]Comme : 0<x<2 alors: o b Tonc:ptepo b ot
4 x+2 2 2 x+2 4

137 1.3
D’ou : —;— let | —;—|c|0;1
ou ye[z 4]6 {2 4} [0:1]

Par suite : la proposition  : est vraie.

ﬁ3 : (EIxe[O;Z])(Vye[O;l]);xy—x+2y—l¢0
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4) P, (IxeR)(Vy e R);x+2023 < y?

il suffit de prendre : x =-2024et on trouve :(VyeR);—H y*(vraie)

Par suite : la proposition P, : est vraie.

B, : (VxeR)(Iy e R);x+2023 > )2

5) F:(3xe[-1;0])(FyeR): x2y+4xy+1=0

Sion prend : y =1 : on retrouve la proposition : (3!x €[~1;0]): x> +4x+1=0 ?

A=16-4=1250 : _4+2J_ _4+2f:—2 3%-0,26¢[-10] et x2=_4+zﬂz—2—ﬁ¢[—l;0]

Par suite : (EI!xe[—l,O ):x? +4x+1=0est vraie

Conclusion : £ : (31x e[-1;0])(Ty € R): x>y +4xy+1=0 est vraie
F:(31xe[-10])(FyeR): x2y+4xy+1=0

Exercice2 : (5pts) : (1pts+1,5pts+1,5pts+1pts)

1) a) Montrer que : (V(a;b) e R?):|a-+b|<|a]+[p]

b -b
b) Déduire que : (V(a:bic)eR’): a; +aT

2) Montrer que : (Vx e[L+o])( ¥y e[L+o] ): V=1 +4/y-1<

<c:>|a|<cet |b|<c

3)Soit :(x;y;z) e R’ ; Montrer que : le systéme suivant n"admet pas de solutions dans R’ :(S):

2x—-3z>3
3y—-2x23
y—z<2

Solution : 1) a) Montrons que : (V(a;b) € R*):|a+b|<|a|+[b| ('inégalité triangulaire)
Soit : (a;b)e R’ : Utilisons un Raisonnement par équivalence :

|a+b|<|a|+|b| < |a+b| <(|a|+ |b|)2 = (a+b) <|al +|b|" +2|a|x|p|

s a’+b+2ab<a’ + b’ +2|a|x|b| car |X|2 =

& 2ab < 2|a|x|b| < ab <|ab| Comme ab <|ab| est une proposition vraie : X <|X]

Alors (V(a;b) eR* ):|a+b|<|a|+[p| estaussi vraie

b) Soit : (a;b;c)eR3 : Supposons que : atb + a-b <c
|a+b a- b| |a+b| |a—b| , o +b| |a- a+b| |la-b
Ona: ® + c’est-a-dire : +|—| et comme :|—|+|—|<¢
22 2 2 2
Alors : [a]<c
On a aussi : I I I I I ;aI c’est-a-dire : [b|< ath, % car |a—b|=|p-d|et comme :
a+b| |a-b

——|<c alors|b|<c

2
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a+b
2
2)Soit: (x;y) e ([1;+oo[)2 : Utilisons un Raisonnement par équivalence :

i Y e e B Y o O

e x-1+2Jx-)(y-D+y—1<xy S x-1+2[xy—x—y+1+y-1<xy
S0<xy—x—y+1-2Jy-x—y+1+P s 0< fy—x—y+1 —2fw—x—y+1+1
\/E+\/y_—1£ @@(W—l)z > (0 est une proposition vraie

Dong : (Vx e[1+oo] ) (Vy e[l ) s x =1+ [y -1 <

3) Nous raisonnons par I'absurde en supposant que : le systéme (S)admet au moins une solution

2x—3z%3
dans R? :Donc: 3(x;y)eR’ tel que : I3, -2y >3

a=b <c:>|a|<cet |b|<c

Conclusion :(v(a;b;c)eR3):

y—z<2

3y-2x23 (2) =
y—z<2

2x-3z>3 (1) (1)+(2)
{ =2<y-z<2 =2<2 : Ce qui est contradictoire

3y—32>-6 {y_z>_2
=

y—z<2 y—z<2

Donc : le systéme () n’admet pas de solutions dans R’
Exercice3 : (3,5pts) : (1pts+2,5pts)

Soit f la fonction définie sur N~ par: f(1)=0et £ (n+1) _5/(n)=3

3f(n)—1
1) Montrer par récurrence que : V7 « N~ f(n) #1
_ . f(n)+1
2)0Onpose: Ve N* g(n)=

a) Démontrer que : v e N* ; g(n+1)—g(n)=3

b) En déduire que : v « IN* : g(n)=3n-2

c) Déterminer : f(n)en fonctionde 7 ;v e N*

Solution : 1) Montrons par récurrence que : P(n) « v e W™ f(n)#1 »
1étapes : l'initialisation : Pour n = 1 nous avons : f(1)=0#1

Donc P(1)est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: n e N*

Supposons que P (1) soit vraie c’est-a-dire : f(n)#1

Montrons que : f(n+1)=1 "?27?

Sf(n)=3 __5f(n)=3-3/(n m)+1_2f(n)-2_2(/(n)-1)
3f(n)- 3f(n)-1 3f(n)-1  3f(n)-
etpuisque : f(n)=lalors: f(n)—1#0et f(n+1)—1£0 parsuite: f(n+1)=1

Ona: f(n+1)—1=
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Donc : P(n+1)est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona: « v e N* f(n)#1 »

2)Onpose : Ve N* g(n)= fEZ;T
a) Montrons que : v e N* ; g(n+1)—g(n)=3
Soit: neN* :
5f(n)—3Jrl 5f(n)—3+3f(n)—l
f(n+1)+1 3f(n)—1 3f(n)—l f(n)+1
gln+1)-g(n)= f(n+1)—1_g(n): 5f(n)—3_1_g(n): Sf(1)—3-3f(M)+1 f(n)-1I
3f(n)-1 3f(n)-1
8f(n) 4
e(n+1)—g(n)= 3f(n)-1 f(n)+l= 8/(n)=4  f(n)+1_87(n)-4-2/(n)-2_6(f(n)-3)
2f§n; 2 2 1 2 2(())
3f(n)-1

Donc: v e N* ; g(n+l)—g(n)=3

b) Déduisons que : V7 =« W™ :g(n)=3n-2
Ona: vnrneN*; g(n+l)-g(n)=3

(1) Pour: =1 ; g(2)-g(1)=3

.(','1—2)Pouri n—2; g(n-1)-g(n-2)=3

(n—1)Pour: n—1; g(n)—g(n-1)=3
La des egalités membre a membre donne : g(n)—g(1)=3+3+3+...+3=3(n-1)
n—1 fois

Donc: g(n)=3(n-1)—g(1) et g(l):;ggjzgj:_

Donc: g(n):3(n—1)+1:3n—3+1=3n—2

2)Ona: Ve N~ g(n)=f(n)+1 <:>g(n)(f(n)—1)=f(n)+1<:>g(”)f(")—g(”):

f(n)-1
= £ (n)(2(n)-1)=1+2(n)

Ona:VneN':g(n)-1#£0 carsi: meN": g(n)-1=0

g(n)=le f(”)+1=1 < f(n)+1= f(n)-1<1=-1 (Absurde)

_1+g(n) 1+3n-2 [3n-1

= = = v N™
f(n) g(n)—l 3n—2—-1 |3n-3 "<
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Exercice4 : (4pts) : (1,5pts+1,5pts+1pts)

. o fR">R g:R>R
Soient les applications : 1 et
X x—— X x*—3x+2
X

1) a) Déterminer : f({3})
b) Montrer que f(]0;2]) c {—%;4—0{

2) Déterminer : g(]2:3]) et g'({2})
3) L’application g est-elle injective ? justifier

Solution : 1) a) /({3})={/(3)}
On a :f(3)=3—%=§ donc : f({3}):{§}
b) f(]0;2]) ?

1

1
xe]0;2]<:>0<x£2<3—2£—x<0 <:>——S—E
X

xe]0;2]:>x—iﬁ—%+2:>x—iﬁg :>f(x)£%

Donc 0] = f(1)e

Donc : /(]0;:2]) < ‘:—%;-FOO[
2) Déterminons : g(]2:3]).

2 2
3 3 3
xX)=x>-3x+2=x2-2—x+|—=| —| =| +2
g(x) 2 @ @

3V 9 3V 1

=lx——=| ——+2=|x—= | ——
g(x) (x 2) 4 (x 2) 4
3 3

xe]2;3]<:>2-<x£3<:>2—%£x—§-<3—5

2
olex-222 @lg(x_ij <2

2772 2 T4 2) 4

2 2

@1-lg(x-§j Ny 2 L QOS(X_EJ -1

4 4 2 4 4 4 2 4
xe]23]e0<g(x)< 2 g(x)e[0,2]
Donc : g(]2:3]) =[0;2]
xeg_l({2})®g(x)=2c>x2—3x+2=2<3x2—3x=0c>x(x—3):0<:>x=0 ou x=3

Donc : g‘l({2}):{0;3}
3) L’application g n’est pas injective car 2 a deux antécédents par g

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

(3]



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

fR—>R
Exercice5 : (3,5pts) : ( 2pts+1pts+0,5pts) ; Soit I'application : s 2x
1+|x|
1) Montrer que f est injective
2) a) Montrer que : VxeR ;| f(x)/<2
b) f est-elle surjective ?
Solution :1) Soient X, €R et x, eR

f(x1)=f(x2)3 2x, 2x,

x| 1+,

x| |x
x2| |1 — 17l

x p—
| 1+|x2|| 1+|X1|_1+|x2|:|XI|(1+|x2|)_|x2|(1+|x1|)

1+|xl|

| j—
= [ ||+ ] = s+ o | = | =
2x, 2x, 2x, 2x,

- _ Ve s )
T 1+~ 1+]x)] 1+|x1|:> X =2x, =X, =X,

On remplace dans :

Donc f est injective

2)a) f(x) 2

:1+_|x|
Soit xeR :ona: x<|x<|x[+1
Donc : 2x <2|x| < 2(|x+1)

2x__ 2(1+]x])

Donc :
1+|x| 1+|x|

Donc: -2 <2 clest-a-dire : f(x)=<2
1+|x|

b) Par exemple : 2 n'admet pas d’antécédents
Donc f n’est pas surjective

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

L
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