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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (6,5pts) : (1pts><3+2pts+1,5pts) On considére les assertions suivantes :

P :n(Vxe]O;—i-OO[);ﬂ/]_}_xSl_i_%n Q :"(vd6]0;+OO[;VbE]O;+OO[);%+§ >
K :"(VXE[IHOOD:\/;*'% 22", E:"(EIxeRj):(x2<x) ou [x+i<0j"
F:"(EleRi):(X%x) ou (x+i<0j" F:"(VneN*):n;tI:mzz"

1) Montrerque P ;O et R sont vraies (avec un raisonnement logique)
2) Donner : P ;é ;7% ; Eet F
3) Déterminer la valeur de vérité de £ et F (justifier)

X
Solution :1)a)Soit : x € |0;+o0[ : Montrons que : V1+x < 1+E
\/1+x£1+§<:>2\/1+xé2+x<:>0£1+x—2\/1+x+1

e0<1+ 2—2\/1+x+12<:>OS(\/1+x—1)2
Donc : \/1+x£1+§<:>0S(\/1+x—1)2 (vraie)

P :"(Vx € ]0;+oo[) 1+ x Sl—i—% "est vraie

b) Soit : (ae]0;+oo[;be]0;+oo[) : Montrons que : % Loy
a

2 2

4 +é =2 <= G,
a a

>2<>a’+b> =2ab oa +b —2ab20c>(a—b)220(vraie)
Donc : 0 :"(Vae]O;+oo[;Vbe]O;+oo[):% 2500 estvraie
a

c)Soit : x e[l;+ ; Montrons que : :/x LAY
Jx

2
1 «/; +1 2
\/;+— >2s 22<:>\/; +1 22\/;
N Jx

& x2—2\/;+12 20<:>(\/;—1)2 >0 est vraie

Par suite : R :"(Vx e[l;+0]):vx + L 52" est vraie
X

2) p :"(Vxe]0;+oo[):\/l+x§1+§" P :"(EIxe]O;+oo[):\/1+x>-1+§"
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0 :"(Va e ]0;+o0[; Vb € |0; +oo[):

R :"(Vx € [1;+oo[):\/; +

+— >2" 0 :"(EiaE]O;+oo[;3be]0;+oo[):%+2 <2"

a
b a

% >2" E :lv(3x6[1;+w[):\/;+i <"

Jx
- 1
E:(VxeRJ.{(xZZx) et [)HXZOH
f:(ﬂneN*):n;tlet n<2

3) a) E: (Vx € Rj):[(ﬁ >x) et (x+lz Oﬂ est fausse : car(VxeRj):(xZZx) est fausse :
X

| :
En effet :(3x:EGR+j : (%) <% Par suite : E:est vraie
b)F:(VneN*):n;t1:>n22 et F:(EIneN*):n;tlet n<2: F:est Faux

Par suite : F:est vraie
Exercice2 : (3,5pts) : ( 2pts+1,5pts)
1) Montrerque : VxeR; VyeR : x# 0 ou y#0=x>+31y>+xy =0
2)Montrerque : VxeR ; VyeR; VzeR : x+y>—Z:>x>§ ou y>—§
Solution : 1) Montrons I'implication en raisonnant par contraposition :

Soit(x;y)eR2 :Montronsque : x>+ 1> +xy=0=>x=0 et y=0

Supposons : X2+ 3% +x) = O et Montrons que : X =) =0

x2-|-y2+xy+xy:xy x2+y2+2xy:xy:> ()C-I-y)Z:xy
—

X2+ y*+ Xy —xpy =—Xy

Or: (x+y)220 et x>+2=0

Donc: xy>0 et xy<0 parsuite: xy =0

Ona: x2+y2+xy—0:>{

X2+ y?=—xy X2+ yP=—xy

Donc: x2+y2=0 Donc: x>=—y> Or: x2>0 etpuisque X>=—)> onaaussi: x2<0
.X'ZZO 2 N . 2 ’ ) H . —

:{ngozm =0=x=0 etcomme: x2+y2=0alors: ¥*=0 cest-a-dire: =0

Dou: VxeR;VyeR : x2+1y?+xy=0=>x=y=0

Finalement: VxeR;VyeR : x24+ 24 xp=0<x=y=0

Finalement : par contraposition : Vxe R;VyeR : x# 0 ou y=0=>x>+1y>+xy =0

2)Nous raisonnons par I'absurde en supposant que : x+y >z et x sg et y >§

=
IA
N NN

z Zz . . .
:>x+ySE+E:>x+ySZ Ce qui est contradictoire avec : x+y >z

IN

y

z z
Donc : x+y>—Z:>x>E ou y>5

Exercice3 : (1,5pts) : Montrer que : W7z € IN :3x5%"" +2°* est un multiple de 17
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Solution : 1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons :

3x 570 4270 = 3% 542" =15+ 2 =17 et 17est un multiple de 17 ; Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’héredité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e N/3x5>"" 42> =17k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ € N/3x 5" +2°"* =7k" 22

3 < 52n+3 + 23n+4 — 3 v 52 < 52n+l + 23 < 23n+l _ 3(17 +8)X52n+1 +8X23n+1
=3x17 x5 +3x8x 52" 4 8x 23!
=3x17x5>""! +8(3x52”+‘ +23"+‘)=3><17><52"+‘ +8x17k

:17><(3><52"+1 +8k):17k’ avec: k'=3x5""4+8keN

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : V72  IN :3x 5" 42" est un multiple de 17
Exercice4 : (2,5pts) : (1,5pts+Ipts)

2n+1 Sm+4
Soient les ensembles suivants : A={ n4 /nel } et Bz{ m3 /meZ}

1) Montrerque: ANB=Y
2) Montrer que : BNN#=J
Solution : 1) On suppose par I'absurde que : AN B = J

Alors il existe : xe ANB tel que :3(n;m)eZxZ tel que : x=2n+1=5m3+4
Donc 2n+1:5m3+4

Donc : 6n+3=20m+16 = 61—20m =13 :3n—1om=§ez

Ce qui est absurde car: 3n—10meZ
Donc: AnB=0

2)Ona: 3eB eneffet: 2" +%

=3 5Sm+d4=95Sm=5<m=1eZ

5x1+4

Donc: 3= et leZ

Onadonc: 3eN et 3B cest-a-dire: 3e BNN
Donc BNN =

Exercice5 : (4pts) : (0,5pts+0,5pts +3pts) Soit l'application s: R — R
Telle que : V(x;p)eR* : f(x+y)=f(x)+f(y)et f(xxy)=f(x)xf(»)
1) Montrer que : /(0)=0

2) Montrer que : f(1)=0 ou f(1)=1
3) On suppose que : f(1)#0

a) Montrer que : VneN ; f(n)=

b) Montrer que : VimeZ ; f(m)=m

r

n
1 1

c) Montrer que : Ve N* ; f(—]=— d) Montrer que : Vr eQ ; f(r)
n n

Solution: 1) Ona: V(x;y)eR’: f(x+y)=/f(x)+/(»)
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Pour: x=0et y=0
Onadonc: f(0+0)=f(0)+/(0)= f(0)+0=f(0)+f(0)= f(0)=
2)Ona: V(xy)eR: f(xxy)=f(x)xf(»)

Pour: x=1 et y=1

Onadonc: f(Ix1)=f(1)xf(1)

= (M= OxsM=rO)=7O)xf1)=0=71)(1-f(1)=0=1-F(1)=0 ou f(1)=

= f(1)=1 ou f(1)=0

3) On suppose que : f(1)#0

a) Montrons que : VneN ; f(n)=

Notons P(n) La proposition : * f(n)=n "~

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n e N.
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons : f(0)=0

Donc : P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie C’est-a-dire : f(n) =n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : f(n+1)=n+1 ??

f(n+D)=f(n)+f(1) Maisona: f(n)=n etf(l)=

Alors : f(n+1)=n+1

Donc : P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona :VneN ; f(n) =n
b) Montrons que : VmeZ ; f(m)=m

Soit: meZ

Cas1:Si meN daprésa)ona: f(m)=m

Cas2:Simez alors: —-meN

Donc : f(-m)=-m etonaaussi: f(m+(-m))=r(0)=0

Donc : f(m)+ f(-m)=0

Donc: f(m)=—f(—m)=—(—m)=m

Donc dans tous les cas : f(m)=m

Conclusion : VmeZ ; f(m)=m

c) Montrons que : Vne N" ; f(ljzl
Soit: neN" :Ona: Y(xy)eR’: f(xxy)=1(x)xf(»)
Donc : f(nx%):f(n)xf[—j:f(l)zl

Donc : f(n)xf(—jzl
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Donc : f[%j:f(ln):% car f(n):

d) Montrons que : vreQ ; f(r)=

Soit: reQ :>E|(m;n)erN* tel que : r=t

o e et

Conclusion: vreQ ; f( )

fTR—>R
Exerciceb : (2pts) : (1pts+1pts) Soit 'application : N

T T A
1) Montrer que f est injective
2) f est-elle surjective ?
Solution : Soient X, €R et x, eR

- S x || x |x1|_|x|
S )= )= e =Tl = [ [l = T T = PoI(ell) =l
= x| bl bl = e+ = bl =]
On remplace dans : 4 - b N8 B =>x =x,
1-|-|x1| 1+|x2| 1+|xl| 1+|X1|

Donc f est injective

205

Soit xeR :ona: x<|x<|x[+1
Donc: —> < 1+—|x|

1+|x| 1+|x|
Donc f n’est pas surjective

c'est-a-dire : f(x)<1 : Par exemple 1 ou 2 n'admet pas d’antécédents

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

L

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

(3]



http://www.xriadiat.com/

