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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (0, Spts ><4+1pts) Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des

propositions suivantes (justifier les réponses)
1)P: (v eR);(VxeR):x* 210y

2) 0: (VxeR)(IyeR)/x+y>2

3) R: (VxeR)(IyeR)/x*+y<xy

4) S: (ElxeR)(VyeR)/x+2y£l

5) T: (VaeR)(ElbeR)/a2+2b2>-4ab
Solution : 1)P: (FyeR);(VxeR):x*>10y

Il suffit de prendre : y =0 donc: (Fy=0€R);(VxeR):x* >10x0
Donc : P: est une proposition vraie

P: (WeR);(IxeR):x* <10y

2) 0: (VxeR)(IyeR)/x+y>2

Soit: xeR : x+y>2 signifieque: y>=2—x

Il suffit de prendre : y=—x+3

Onaalors: x+y=x+-x+3=3>2
Donc : O est une proposition vraie

0: (EIxe]R)(VyeR)/x+yS2

3) R: (VxeR)(IyeR)/x*+y<xy

R: (Elxe]R)(‘v’ye]R)/xz+y>xy

Onprend : x=1 onadonc: (VyeR)/1+y>y (vraie)

Donc : R : estune proposition vraie par suite : R: est une proposition fausse.
4) S: (EIxeR)(VyeR)/)HZySI

5: (VxeR)(IyeR)/x+2y>1

Soit: xeR : x+2y =1 signifie que : y>—%(1—x>

Par exemple on prend : y:%(l—x)+1

Onadonc: x+2y=x+1—-x+2=3>1

Donc : (VxeR)(Ely:%(l—x)+leRj/x+2y>—1 vraie

Donc : s: est une proposition vraie par suite : § est une proposition fausse.
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5) T: (VaeR)(3beR)/a>+2b* - 4ab

Soit: aeR (fixe) : a?+2b*>4ab signifie que : 2b>*—4ab+a? >0 (considérer comme une inéquation
du 2 ieme degré avec variable b = A=16a*>—-8a>=8a?>>(0 = l'inéquation admet au moins une
solution.

(Faire un tableau de signe)

(Hb € R) / a®+2b* > 4ab est vraie.

Donc : T est une proposition vraie

Exercice2 : (1 ,5pts) : Montrer que : (V(x;y)eR2):Va>-O: Rt i <a= [ <ae|y<a

Solution : Soient(x;y)eIRi2 o eR*

x+y
2

+
ety

Ly

On suppose que : <a etona:

2

|x+y X— y|<|x+y
2 |2
etona: Ix;y{—x;yj s|x2y|+|x;y|0’est-é-dire :

XY

|
N

X—yI

x_
C'est-a-dire : =2

=)
2

T2

+

Donc:(V(x;y)eRz):Va>-0:‘x+Ty <a=|x|<aetly|<a

Exercice3 : (3pts) : (1,5ptsx2)
1) Démontrer en utilisant la contraposée que : Vx e R;(x+x3 <2 =>x<I1 )
2)Soient ¥ et y deux nombres réels strictement positifs.

Montrer par I'absurde que : x < /2 ou 1.7 ou Y+ 1
y X
Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

VxeR;(x+x3§2 =x<l1 )
Soit: xeR ; Par contraposée Montrons que : (x>—1:>x+x3 =2 )
Supposons que :x>1 alors: X =17 cestadire: x>=let ¥ =12 x+x" =1+l x4+x =2
Donc: (x>1=x+x =2 )
Par contraposée on a donc : VxeR;(x+x3 <2 =>x<l1 )
2) Soient :xe R’ et yeR’,
Supposons par l'absurde que : x > /2 er l>ﬁ et y+l>ﬁ
x

y
x>«/—:> < >\/—:y<
y

7 9¢ N

1 1 1 2
la somme € et @ membre a membre donne : o< - -
00 NN AN

Donc : v L - /2 contradiction avec : v N}

Donc : x<\/_0u —<\/_ ou y+—£x/§
x
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Exercice4 : (4pts) : (1,5pts+1,5pts+lpts)

. 1 n 1
On considére la proposition suivante : P, "VneN"—{1} : (1——) (1+—j<1 "

2 n
j >1+l "

n
2
n

1)Montrer que : £, < ."Vne N"—{1}; (1+ .
n J—

2 C 1+i " 1+ LY VneN" {1
) Comparer : 2 et T Ve -{1}
3)a) Montrer que : Vxe R} VneN'—{l} : (1+x)" > 1+nx

b) Déduire que : la proposition P, est vraie
Solution : 1) par des équivalences successives

. 1y 1
Montrons que : P, < ."VneN —{1};(1+ . j NP

n-—1 n
n 2_1 n 1
SoitneN"—{l} : P, < (1—%) (1+lj<1 Q[nnz j [1+;j<1
n n
n® —1

OnaineN —{ll onz2en’24=n’~1=n"-1>0= =0

2
n

1 n? Y 1 n’—1+1) 1 n>—1 1Y
P o |l+—|<| - S| l+—|<| —5—F | &|1+— |<| 50—+
n n-—1 n n-—1 n n -1 n -1

" ) 1Y 1
<:>(1+lj<(l+ 21 j Par suite : P, < ."VneN —{1};(1+ 5 J >1+—="
n —_—

n n —1

n —1

LY LY :
2) Comparons : 1+7 et(1+ > j;VneN —{1}

Onan>2en>4=n>=1=n*-1>0

Onaaussi:n2>n2—1:>i2< 21 :>1+L2<1+ 21 :>(1+sz <(1+ 21 j

n n°—1 n n —1 n n° —1
Donc : VneN*—{l} : (1+L2j <(1+ 21 j
n n-—1

3)a) Montrer par récurrence que : Vxe R} ;¥neN —{I} : (1+x)" > 1+nx
Notons H(n) La proposition suivante : « (1 +x)" >1+nx »

Soit : x€R;Nous allons démontrer par récurrence que H(n) est vraie pour tout ne N"—{1} .
1étapes : l'initialisation : Pour n=2 nous avons :
(1+x)" =x2+(2x+1) et x>~0 car xe R}
Donc :(1+x)2 >1+2x.
Donc/ H(2) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Hypothése de récurrence : Soient: xe R’ ;neN —{1} :

Supposons que H(n) soit vraie c’est-a-dire : (1+x)" >1+nx
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3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : (1+x)"" >1+(n+1)x ??

Ona: (1+x)" =1+nx d'aprés I'hypothése de récurrence donc (1+x) (1+x)>(1+nx)(1+x)
Donc : (1+x) > 1+ x+nx+nx’

Donc : 1+x)1+1 (1+(1+n)x)+nx

Donc: (1+x)™ >(1+(1+n)x) car

(1+(1+n) )+nx 21+(1+n)x (On pourra faire la différence)
Donc H(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence H(n) est vraie pour tout ne N’ —{1}, c’est-a-dire :

VxeR;VneN —{l} : (1+x)" >1+nx

b) Déduisons que : la proposition P, est vraie

* ! 1 "
Ona:P < . "VneN —{1};(14‘ J >1+; et d’aprés 2)ona:

n -1

. 1Y 1y
VneN —{1} ; (1+n—2j <[1+n2_1j

Si je montre que : 1+l<(l+iJ on peut déduire le résultat.
n

D'aprés 3)a)ona: VxeR, VneN - 1} (1+x) > 1+ nx

1 1 1Y 1 )
Onprend: X=—>0 alors: | 1+— | >1 =|1+—| >1+—: vneN'-{I}
n’ n n n

Donc : on aura : 1+l<(1+iJ et (1 ij

n n

Par suite : "Vn e N"—{1}; (1+n —

n
j >1+— "est vrais
n

Etcomme : b, < . "vne N' —{1}; (1+ 21 1) ~1+L v alors aussi la proposition P, est vraie.
n — n
x‘x2 —4‘
Exercice5 : (1,5pts) : Résoudre dansR I'équation suivante : | 2| =2
x_
x| -4 o . - o
Solution : | 2| =2 :a) On va déterminer le domaine de définition de I'équation :
x_

Cette I'équation est définie si et seulement si x—2=0
x-2=0 & x> =4 < x=2 Donc: D, =R-{2}

b) Résolvons I'équation : étudions le signe de : x—2
I —00 2P 400

r—2 —¢+

On va Opérer par disjonction de cas :
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Si x>2 alorsx-2>0 par suite : [x—2|=x-2
2
. . . -4 , <y
Donc : 'équation devient : %:2 & x(x+2):2 c'est-a-dire : x> +x-2=0
Y
Calculons le discriminant réduit A'=b" —acde 'équation 1A' =52 —ac=1+2=3>0

Comme A’ > 0, I'equation possede deux solutions distinctes : . - b N —_1-3 et
a

xzz_b+ A —_1+3

a

Tous les deux ne sont pas supérieurs a2  donc : S, =&

Si x<2 alorsx-2<0 donc : |x—2|=-x+2

.. . ) x(x2—4) o , N
Donc : I'équation devient : = =2 qui signifie que: x(x+2):—2 cest-a-dire : x> +2x+2=0
(x—
Calculons le discriminant réduit A'=b" —acde I'équation : A'=b" —ac=1-2=-1<0
CommeA' <0, I'équation ne possede pas de solutions
Donc:S,=4 Parsuite: S=5,US, =0

2x
x2+1

Exercice6 : (2,5pts) : (1,5pts+1pts) Soit 'ensemble suivant : 4 :{

B

1) Montrer que : - e A et endéduireque: A=

/xeR}

2) Montrer que : 4 < [-1;1]
3 2x _\B

Solution : 1)73eA<:> dxeR/

x24l 2

43

@EIXER/\/g(x2+1):4x<:>3xeR/(x2+1):Tx

o IxeR/3x2—4B3x+3=0
<:>EIxeR/(\/§x)2—2x2\/§x+(\/§)2:O
<:>Elxe]R/(\/§x—3)2=O<:>E|xeR/\/§x—3=0

or: 3xeR/J§x—3=0 est vraie car: Elx=\/§eR/\/§x—3=O

&)

Par suite : o4 e A est vraie aussi

Remarque : on peut remarquer que : &zﬁ
(\/§)2+1 2
Donc : erR/z—xzﬁ Dol : £eA
x2+1 2 2

2) Montrons que : 4 < [-1;1]
Soit y e 4 Montrons que : y e[-1;1] ?

C'est a dire : Montrons que : |y|<1
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Ona: yed Donc: 3xeR/

x2+1 R

2x¢ | [2d _ 2[

|y|:x2+l|_|x2+1|_x2+l

e e e O 5 I
2+l ¥+l X2+l X241

Donc : |y <1

D'ou: VyeR ; yeA:>[—1;1]

Conclusion : Ac[-1;1]

Exercice7 : (1pts) : Soient 4 ; B et C des parties d'un ensemble E non vide.
Simplifier : ((AmE)m(AmE))uA

Solution:((AmE)m(AmE))uA =((Zuz:3 )m(ZuE))uA

=(4vB )n(duc))ua=(4u(BAC))UA =(AUA)U(BAC )=EU(BNC )=E

12400 > R
Exercice8 : (3,5pts) : (1,5pts+1,5pts) Soit f I'application : Jx
'_)
* xX+2
1)Montrer que : 1 est injective
R >R
2)L’application g: \/; est-elle injective ? est-elle surjective ? Justifier
X
xX+2

Solution : Montrons que : f est injective : Soient x, € |2;+o0 et x, € [2;+0]
Montrons que : f(x,)=f(x,)=x=x, ?
Supposons que : f(x)=f(x,)

Donc: \/_ \/7 x2+2)\/Z:(x1+2) X, :>x2\/z+2\/22x1 X, +24/x,

X+ x2+2
:wszT—xIJ@zJZ—zJZ =0 = e (Vi =) -2(J ) =0 = (Y - ) (Vs ~2) =0
:>\/g—\/Z=O ou @—2:0 :\/Z:\/Z ou\/)E:2 =X, =X, ou x,x,=4

Or: x, €2+ et x, €]|2+0] donc: x,x >4 = x,x, =4

f
x+2 x,+2
Par suite : f est injective

Donc : =X, =X

R >R

2) a) Montrons que : g: Jx nestpas injective
X

x+2
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Jbo1 Jao2 1
Onprend: x, =let x, =4 g(1)zm=5 g(4)=m=g:§

Onadonc: 1#4 mais: g(1)=g(4)
Ceci signifie que I'application g n’est pas injective
R"—>R

b) Montrons que : g: Jx n'est pas surjective
X

x+2

Ona: VxeR": g(x)= \/;220
X+

Donc : par exemple : y =—1<0 n’a pas d’antécédents par g
D’ou : g n'est pas surjective

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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