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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1+1+1pts)

Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes. (Justifier les
réponses avec un raisonnement logique)

1)P: (V)CE]R);(V)}eR)xSy:nczSy2
2)0: (Vxe[1.+oo[);(‘v’ye[1.+oo[)x><y:1:>x:y:1
3)R: (‘v’xeR*) x+1+Jx>1

Solution :1) P=>0< PvQ < PAQ

P: (IxeR);(IveR)x<yer x* >’
(x=—2€eR);(Iy=-1eR)-2< -1 er (-2) = (-1)
On a: P est vraie car par suite : P est une proposition fausse.
2)0: (Vxe[1.+oo[);(‘v’ye[1.+oo[):x><y=1:>x:y:1

Soit : (x;y)e([l.-l—oo[)2

Montrons: xxy=1=x=y =1

Supposons : xxy =1 et Montrons : x=1 et y=1

Par I'absurde Supposons : x#1 ou y =1

2

puisque (X;y)e([l.JrOODz alors : x>1ouy =1 etdonc: xy>1 absurde
Donc: x=y=1

Donc: Q:(Vxe[l.Jroo[);(Vye[1.+oo[):x><y=l:x:y=l est vraie

QI (Elxe[1.+oo[);(3ye[1.+oo[):x><y=1 et( x#lou y#1)

3)R: (‘v’xeR*) x+1+4/x>1

Soit: xeR' x>0 x>0

Soit: xer 2 x20x+12 1 Yx+12V1 = Jx+1>1
\/_>0 et Vx+l>1=x+1 +\/_>1+0:M+J_>1

Donc : R est vraie
Exercice2 : (2pts) : (0,5pts+2pts)

Soit neN considérons : g (n) =9n” +13n+5

1)Montrer que : VneN:(3n+2)2 <g(n)< (3n+3)2

2)En déduire que : VneN: W e N

Solution : 1)g(n)=9n* +13n+5=(3n) +2x3nx2+22+n+1=(3n+2) +n+1>(3n+2)

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

=



http://www.xriadiat.com/
http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

q(n)=9n" +13n+5<9n" +18n+9 en effet : (9n* +18n+9)— (9’ +13n+5)=5n+4>0 :VneN
Donc : g(n)<(3n) +2x3nx3+3? cest-a-dire : ¢(n)<(3n+3)" etcomme: (3n+2)" <gq(n)
Alors : VneN:(3n+2)2 <g(n)< (3n+3)2

2) Déduisons que VneN: W z N

Ona:VneN:(3n+2)" <g(n)<(3n+3)" donc: «/(3;1+2)2 <\Jq(n) <w/(3n+3)2
Donc: VneN ;|3n+2| <4/q(n) <|3n+3|
Donc: VneN ;3n+2 < Jg(n) <3n+3 car 3n+2<Net3n+3eN

C'est-a-dire : VneN : /g (#) est strictement compris entre deux entiers consecultifs :

3n+2 er 3n+3Parsuite: VneN: /g(n) ¢ N

Exercice3 : (2,5pts) : Montrer que : V(a;b)e]R*xR+ : \/m+\/5 >\/Im+\/5:>a>b
Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : a<b=>vVa+1+a <Jb+1++/b ?2?

Soit : (a;b)e]Ri*xR+

Ona: a<b =a<b et a+1<b+1

:ﬁsﬁet \/a-l-lS\/b-I-l :>\/a+1+\/23 b+1+\/3

Donc : V(a;b)eR xR' ; a<b=a+1+ya <\b+1+b

Donc par contraposition on déduit que : V(a;b)eR" xR : JJa+1+a =Jb+1+Jb=a>b
Exercice4 : (3,5pts) : (0,5pts -+ 2pts + Ipts)

Soit f la fonction définie de Nvers Npar: f(0)=3etf(n+1)=2/(n)+5

1)a) Calculer: £ (1) ; f(2)

b) Démontrer que : Yz e N : f(n)>0 etdéduireque: Ve N : f(n+1)-f(n)>0
2) Montrer par récurrence que : YV e N/ f(n)=2""-5

Solution:1)Ona: Vrne N : f(n+1)=2f(n)+5

Pour: =0 : f(0+1)=2/(0)+5= f(1)=2/(0)+5= f(1)=2x3+5=11
Pour: m=1: f(1+1)=2f/(1)+5= f(2)=2/(1)+5= f(2)=2x11+5=27

b) Montrons que : P(n)" Ve N : f(n)=0"

1étapes : I'initialisation : Pour n =0 nous avons : f(0)=3>0

Donc P(0)est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: n e N

Supposons que P(n)soit vraie c’est-a-dire : f(n)>0"

Montrons que : f(n+1)>0"??

Ona: f(n+1)=2f(n)+5 etpuisque f(n)>0

Alors : 2f(n)>0=2f(n)+5>5>0 cest-a-dire : f(n+1)>0"

Donc : P(n+1)est vraie.

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

IN



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Vn e N f(n) >0
Soit: neNona: f(n+1)=2f(n)+5

Donc: f(n+1)—f(n)=2f(n)+5—f(n)=f(n)+5>0 carf(n)>0
Par suite : Vi e N : f(n+1)—f(n)>0

2) Montrons par récurrence que : P(n) " Vn e N/ f(n)=2""-5"
1étapes : I'initialisation : Pour n =0 nous avons : f(0)=3 et 2°° -5=8-5=3
Donc P(0)est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: ne N

Supposons que P (1) soit vraie c'est-a-dire : f(n)=2""-5 "
Montrons que : f(n)=2""*-5 "??

Ona: f(n+1)=2f(n)+5 et f(n)=2""-5

Alors : f(n+1)=2(2""=5)+5=2"*~10+5=2"" -5

Donc : P(n+1)est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Ve N @ f(n)=2""-5"

Exercice5 : (2pts) : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .
B-A4=C-4

Monter que : =>B=C
ANB=ANC

Solution : On suppose que : B—4=C-4 et ANB=ANC

<) Montrons que B C ?

Soit xeB
Sixed=>xeB etxeA=>xe ANB

=xeANnC car: AnB=AnC
C'est-a-dire: xeC
SixgdA=>xeB-A=xeC—-A4 Cest-a-dire: xeC
Dans tous les cas, on conclutque : B C
D) Montrons que Cc B ?
La méme démarche car B et C jouent des roles symétriques.

Onadonc: BcCet(CcB
Conclusion: B=C
S 4o > R

X X+ \/ x2 —X
Montrer que f est injective

Solution : Soient x, € |+ et x, € |L;+o]
f(xl) =f(x2):x1 +«/x12 —X, =X, +\/xz2 - X, :>\/x12 - X, —\/xz2 —X, =X, — X,

2
2 2 _ 2 2 2 2 2 2 2
:(\/x1 —xl—\/)c2 —xz) —(xz—xl) =X, =X — 24X, —xz\/x1 =X, X, =X, =X, —2xX, + X,

Exercice6 : (2,5pts) : Soit I'application :

2 2 _
= —X,—X, —2\/)62 —-X, \/xl -x, +2xx,=0

= —x, + XX, —2\/)622 -X, \/)cl2 —x, =X, +xx, =0 = x (1, —1)—2\/)c1 (x, —1)\/)c2 (x, 1) +x,(x,-1)=0
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:>( xl(xz—l))z—Z xl(xl—l)\/xz(x2 ( x, (% - )2 0
:(\/xl(xz—l) \/x2(x1—1)) —O:>\/ (x,- \/xz (x,-1)=

= (5,21 = (5 =) =5 (1, =1) = (5 -1)
= XX, =X =X X, —X, = —X, =X, :>\/_ \/_ 0 ou\/_ x, +1=0

= x, =x, Cecisignifie que I'application f est injective.

‘R—>R
Exercice7 : (4,5pts) : (2pts+2pts+0,5pts) Soit 'application f : . x(l—x)2
x —
(1+x2)2

1
1) @) Montrer que : Vx e R" f(—

j:f(x)
b
2

f est-elle injective ? justifier
a) Montrer que : vxeR" : f(x)<

b) f est-elle surjective ? justifier
3) f est-elle bijective ?

\./v\./v

|-t

Solution : 1) a) Montrons que : Vx e R f[—

Soit x e R*

Donc: VxeR* f@j:f(x)

b) Sije trouve : x =y et f(x)=/(») on peut affirmer que f n’est pas injective.
Ona: VxeR’ fe}f(x)

Sije prends : x=2

Ona: f(2)=f(%j mais 2;«%

Donc : f n’est pas injective

2) a) Montrons que : VxeR" : f(x)g%
l—f(x):l—x(l_x)2 :(1+x2)2—4x(1—x)2 x4 21— (xP - 2x41) _ X' —4x} +8x2—dx+2x2+1
4 ey d(1ee) i 4(1+x2) 4(1+x2)
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) 1 1
x2(x2—4x+10—4+12j xz(x +?—4 x-l-; +10
X X —

x4 +10x2—4x+1

4(1+x2)’ 4(1+22) 4(1+x2)
xZ((x+ij2—2x2(x+ij+8J x{[x+i}2—2x2(x+i)+22+4] x{(x+i—2j2+4J
B a(1+2) B 4(1+x2) T 4wy =0

Donc: vxeR" : f(x)si
b) Par exemple. 1 n'a pas d’antécédents par f
C'est-a-dire : I'équation : f(x)=1 n’a pas de solutions dans R..

Donc : f n’est pas surjective
3) f n’est pas bijective

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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