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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (2pts) : Ecrire la négation et donner les valeurs de vérités des propositions suivantes :
1)P:(VxeR):x#2=x" 24

2)05(IreR):x<2= 2" 22019

Solution :1) P:(VxeR):x#2=x" #4

F:(ExeR):x;tZ et x> =4

P estune proposition vraie car : (Ix=—2eR): -2 =2 et (—2)2 =4
Par suite : P:(VxeR):x#2=x’#4 est fausse
2) 0;(IreR):x<2=>x" 22019

O : est une proposition vraie car : (Fr=-1000€R):-1000<2= x* 22019

O;(VxeR):x<2et x* <2019 est fausse
Exercice2 : (2,5pts) : (1,5pts+0,5pts +0,5pts)

Montrer que : V72 € N™ : 2'7 4 352 _2 a5t un multiple de 11

Solution : 1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :

21077 4 3712 2 =23 437 2! =8+27-2=33=3x11

Donc P (1) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k eN/2'7 +3°" 2 —-2=11k donc: 3k eN/2'7 =11k—-3""7+2
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ € N /291977 1337372 2 =11k’ 77

210107 4 392 = 2107 5 210 4 372 53 = (115 -3 +2)x 2" 4377 <37 -2
=11k x2" =37 %20 +2x2" +3" 2 x 3 -2 =11k %2 4372 (3 =2)4+2x2" -2

=11kx2" +3" 7 (243-1024) +2x1024 -2 =11kx2" -3 x 781+ 2046
=11k x2" =32 x11x71+186x11 :11(k><21°—35”*2><71+186)=11k’avec k'=kx2"-3"2x71+186c N
Donc P(n+1) est vraie.

* _ e .
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : VneN 217 13 D estun multiple de 11

41+ (n+ 1)2025

Exercice3 : (2,5pts) : Montrer par disjonction des cas que : Vi € N : eN

2024 )2025

Solution : il suffit de montrer que : n*™ +1+(n+1 est un entier pair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de x, il est parfois utile
de faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre X.
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On peut, par exemple, séparer les cas ou x est un entier pair des cas ou x est impair, ou encore
séparer les cas ou x est un réel positif des cas ou il est strictement négatif.

Premier cas : si 7 est pair : alors»**** est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Alors : n*** +1 est impair (comme somme d’'un nombre pair et un nombre impair)

D’autre part : 7z + 1 est impair (comme somme d’'un nombre pair et un nombre impair)

Alors : (n+1)2025 est aussi impair (comme produit de nombres impairs)

2025 . . .
*41+4(n+1)" est pair (comme somme de nombres impairs)

2 iem cas : si 7 est impair : alors »**** est aussi impair (comme produit de nombres impairs)
Alors : »*”* +1 est pair (comme somme d’un nombre impair et un nombre impair)
D’autre part : 7z + 1est pair (comme somme d’un nombre impair et un nombre impair)

Alors : (n+1)2025 est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Donc: n

202 . .
Donc : n*™ +1+(n+1) > est pair (comme somme de nombres pairs)

Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :

1+ (n+ 1)2025

VnelN : eN

Exercice4 : (6pts) : (1,5pts+1,5pts +1,5pts +1,5pts)
1) Montrer que : (VaeR)(VbeR):acQet beQ = a+beQ

2) Déterminera la négation de la proposions P:(VaeR)(VbeR):agQet beQ= a+b¢Q et étudier
la valeur de vérité de la proposition : P
3) Soit : k €{3;5;7;11;13;15} ; Supposons que : JkeQ
_ 2_ 2
k-1 _a 1 b lk
8 8

a) Montrer qu'il existe (4;0)eN'xN'": tel que : anb=1 et

2_ 2_
a 1eN et b2 —1

b) Montrer que : eN

c)Trouver une contradiction et conclure
4) Montrer que : P:(Vae@*)(Vbe@*):\/ZJr beQ =>JacQetJbeQ

Solution : ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on peut
supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

1) Montrons que : (VaeR)(VbeR):aeQetbé@:a-l—bé@

Soient : (aeR) et (heR) : Supposons que : acQ et b Q et montrons que a+bgQ

Nous raisonnons par 'absurde en supposant que a+b5cQ

Donc: a+becQ et —aeQ

Alors: a+b—ae@Q cest-a-dire : beQ ; Nous obtenons donc une contradiction car 5« Q
Par suite : a+b¢Q

2)P:(VaeR)(VbeR):aeQ etbegQ=a+beQ

P:(JaeR)(IbeR):aeQetbegQ et a+beQ
(3a=v2eR)(36=1-V2eR):\22Qet-\V22Q et V2+(—2)=0eQ
Donc ; La proposition P est vraie donc P est fausse

3) Soit : ke{3;57;15;13;15} ; Supposons que : JkeQ
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a) Montrons qu'il existe : (a;0) e N"xN" tel que : anb=1 et kg_l - a28_1 — b28_1 k

ﬁe@:ﬂ(a;b)eN*xN*/\/_zg avec: anb=1

2
* * a
=3(a;b)eN'xN /k=b—2:>kb2 —a’ =0=a’—kb> =k—1=a’> —kb> +k—1

S k-1=d’~1-( -1}k = k-1 _a-1 b-1
8 8 8

b*-1

k

e N : Il suffit de montrer que : b est impair

b) Pour montrer que : ?EN et

Nous raisonnons par I'absurde en supposant que b est pair

Donc: A2 estpair = kb’ est pair= «> est pair (car ;)= a@ est pair

Nous obtenons donc une contradiction car : anb=1

Par suite : » estimpair= »> estimpair et xb> = a* et ke{3;5;7;11;13;15} est impair

= a’ est impair= a est impair
a estimpairet b estimpair= 3(k;k") e NxN/a=2k+1etb=2k"+1
Donc : a* =(2k+1)’ =4k* +4k+1 et b* =(2k'+1)" =4k" +4k'+1
Donc: a’ —1=4k(k+1) et a’—1=4k"(k'+1)

-1 4k(k+l) k(k+l) B -1 4K(K+1) K(K+1)

Donc: ” 3 = 5 et 3 3 = > or:k(k+1):2n (le produit de deux

-1 -1

eN et

eN

nombres consécutifs) . D'ou :

c)Trouvons une contradiction et concluons :
2_ 2 _ 2 _ 2 _
Ona:“gleNetb ! @1 N et 2271

N donc : keN

Donc : k;l = a28—1_b28—1k€Z et comme : %20 car ke{3;5;7;11;13;15}21

k-1 k-1 {1 1353 7} k-1

Donc : TEN absurde car : k—le{2;4;6;10;12;14} :TE ———————————

Conclusion : Vk €{3;5;7;11;13;15} ; \/%GQ
4) Montrons que : P:(Vae@*)(Vbe@*):\/Z+\/Ee@* = JaeQerJbeQ
Soient: (aeQ") et (€ Q") : Supposons que : Ja++beQ’

Ja + 5 )(Va -B)
Ja b

Alors : a—_b€@+ donc : La——be@ car
i PR ARl
Donc : \/_1\/_6@:%/5—\/56@ etcomme«/g+ be@Q :\/5—\/5+\/5+«/5e(@

YA L] )

4244724

Si a=balors : (

S

a—+b

jzﬁerézﬁeQ = Ja eQ et commea+vbeQ alors : Va+vb-aeQ
Donc: \/b_e@
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Si a#b alors: 2\/EEQ+ 3%2\/56(@ :J;e(@ :ﬁe@etﬁe@

Exercice5 : (2pts) :
Soient 4 ; B et Cdes parties d’'un ensemble non vide £

Monter que : < AcCB
A-CcB-C

ANCc BN C

Solution : =)On suppose que :
) PPOSEd {A—CCB—C

Montrons que Ac B ??7?
Conseils méthodologiques :
Pour montrer que Ac B,onmontreque : xe A=>xe€ B
Soit:xeAd =>xe€A—C ouxeANC
Car: 4=(4-C)u(4NC)
—xeB-C ou xeBNC
—>xeB ouxehB

—>xeB
Donc: AcB
. ANnCc BnC
Par suite : = AcB
A-CcB-C
AchBmC,”?

<)On suppose que : 4 B et Montrons que : 2?7
)On suppose q = a {A—CCB—C

a) Montrons que : AnNCcBNC
Soit:xeANC = xeAdet xeC
—>xeBet xeC

=> xeBnC
Donc: AnCcBNC
b) Montrons que : A—CcB-C
Soit:xeA—C =>xecAdetx¢gC =>xeBet x¢C

—>xeB-C

Donc: A-Cc B-C
AnCc BnC
A-CcB-C
AnNCcBnC
A-CcB-C
Exercice6 : (5pts) : (1pts+Ipts +Ipts + 2pts)

S [ +o0] = [2;+00]
Soit I'application : 1

X x+—
X

En déduit donc que : AcB:{

Conclusion: Ac B < {

1) Calculer : /(1) et f(2)

2) Montrer que f est injective
3) Montrer que f est surjective

4) Montrer que f est bijective et Déterminer # ' la bijection réciproque de 1.
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Solution : 1) f(x):x+l
X

f(1)=1+%=2 et f(2)=1+%=
2) Soient x, e[l;+oo[ et x, e[l;+oo[

1 1
f(xl)zf(xz):>x1 +—=x,+—

X X,

xP+1 xS +1

. . = X, (xl2 +1) = X, (x22 +1)
=X +x, = XX, +x = x0x" —xx, +x,—x =0
= X,X, (x1 —xz)—(x1 —xz):O =(x —xz)(xle ~-1)=0

1
=>x-X=00u xx,-1=0=x,=x, ou x,x, =1 =x =x, ou <
2

. 1 |
si: x, =—Comme :x, €[l;+o0 = x, =—<1

Xy X,

Et puisque : x, >1Alors: X =1
Et par suite X, =1 etdonc: x =x,

Dans tous les cas : X, =X,

Donc f est injective
3) Montrons que f est surjective

Soity €[2;+09]
Résolvons 'équation : f(x) =y
x2+1

f(x)=y<:>x+l=y<:> =y xi—xy+1=0
x

A=1y>—4>0 car y>2

Donc : au moins 2 solutions : x =

Yy -4y 4
2 2
Puisque I'équation f(x) = y admet au moins une solution dans R (vy € R)

Ceest-a-dire : Vye[2+o0[; IxeR/ f(x)=y

Conclusion : f est surjective
4) Puisque f est injective et surjective alors f est bijective

Soity €[2;+[ ; f(x)=y e x—xy+1=0

_ Yyt -4 y=+y' -4
2

X 5 et x, =
—V'- -y -4 y2-J(r-2)(y+2
Ona: x,—1=2 ; 4222 : 4_Y (y2 )(y+2)

Comme: y—2<y+2 Q®yp-2
Alors : (y-2)(y-2)<(y+2)(y-2)
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Alors : (y-2)2<(y+2)(y-2)

Alors : [(y-2)></(y+2)(y-2)

Alors : |y—2|3m

Alors : y—ZS\/m car y [2;+o0]

_y=yi-4
2

Etdonc: x,—1<0 donc: x,
y+y -4
2

S e[ 25400 o [1400]

Donc : |—>x+ /x2_4
x —

2

gy e[l;+oo[

Alors : x=

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliéerement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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