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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (2,5pts) : (1,5pts+0,5pts +0,5pts)

n

X Sl
1+x% 2

On considére les assertions suivantes P :"(Vx € ]O;+oo[) T+x>20x et

O :"(Vxe]0;+oo[):x+l>—2 ou x*+x=<1"
x

1) Montrer que P est une assertion vraie

2) Déterminer : 2
3) Montrer que O est une assertion fausse

Solution :1) Montrons que P :"(Vxe]0;+oo[):l+x22\/; ot X <L
1+x2 2

a) Soit : x € |0;+[ ; Montrons que : 1+x>2x

l+x—2x/;=(\/;)2—2\/;x1+12:(\/;—1)220
Donc : (Vxe]0;+oo[):l+x22\/; est vraie

X <l"

1+x* 2

b) Montrons que "(Vx e o; +OO[):

<L
I+x2 2

Soit : x € |0;+o0[ ; Montrons que :

2
1 1+x2-2 2-_2x+12 x—1 1
S r_X al =( ) > ( est vraie "(Vxe]0;+oo[): al <—-" est vraie
2 1+x? 1+ x2 1+ x2 1+ x? 1+x%2 2

Par suite : P est une assertion vraie

2)Déterminons : P

X L,
>_
1+x2 2

P :"(Elxe]0;+oo[):l+x—<2\/; ou
3) Q:"(Vxe]0;+oo[):x+l>2 ou x2+x=<1"
X

0 :"(Elxe]0;+oo[):x+ls2 et x2+x>1"est vraie Car:(EIle]O;+oo[):1+%S2 et P+1=2>1
x

Par suite : © est une assertion fausse

Exercice2 : (1,5pts) : Montrer que : V' (a;b) e N™ : (b >a=>b>—a’> 3)
Solution : Utilisons un Raisonnement par implications :

Soit : (a;b) € N™ ; Supposons que : b>a et Montrons que : b —a” >3

Ona: b>a:>b2a+1:>b2Z(a+1)2:>b22a2+2a+1:>b2—a222a+1
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Or:aeN =a>1=2a>2=2a+1>3

Alors : b> —a®> >2a+1>3 cest-a-dire: b* —a’ >3

Conclusion : V(a;b) e N™ : (b>a=b"-a’ 23)

Exercice3 : (3,5pts) : (0,5pts+1,5pts +1,5pts)

1) Montrer que : VneN ; (4n+1)2 <16n2+8n+3 < (4n+2)2
2) a) En déduire que : VneN ; J16n2+8n+3 ¢ N

b) Montrer que : Vne N ; \/n2+\/4n2+\/16n2+8n+3 g N
Solution :1) Comme : 161> +8n+3=((4n)>+2x4n+1)+2=(4n+1)?+2

et comme : (4n+1)2 =< (4n+1)2 +2
Alors : (4n+1)2 <16n>+8n+3
Calculons (4n+2) @ (4n+2)" =(4n)2+2x4x2n+4=16n>+16n+4

Comparons : (4n+2)2 et 16n>+8n+3 :

(4n+2)" —(1612+8n+3) =161 +16n+4~16n>~8n-3=8n+1>0

Alors : VneN :(4n+1)° <16n*+8n+3 < (4n+2)

2) a) Déduisons que : VrneN ; Ji6n>+8n+3 &N

Ona: VneN :(4n+1) <16n*+8n+3 < (4n+2)

Donc: VneN 4n+1<y16n*>+8n+3 <4n+2 et comme : 4n+2=(4n+1)+1

Donc : v16n2+81+3 est compris strictement entre deux entiers consécutifs : 4n+1et 4n+2
Par suite : VneN ; J16n>+8n+3 ¢ N

b) Montrons que : VrneN ; \/n2+\/4n2+m ¢N

Ona: VneN: 4n+1=<16n*+8n+3 <4n+2

Donc: 4n*+4n+1<4n*>+16n*+8n+3 <4n*+4n+2

Donc: (2n+1)" < 4n2+ /1612 +8n+3 < 4n>+4n+2 < 4n*+8n+4

Donc: (2n+1)" <4n*+/16n>+8n+3 < (2n+2)

Donc : 2 +1</4n> + 161>+ 8n+3 <2n+2

Donc : n2+2n+1<n2+\/4n2+\/16n2+8n+3 <n*+2n+2
Donc: (n+1)° < n?+/4n*+/16n7+8n+3 < n>+2n+2 <n>+4n+4:(n+2)

Donc: n+1< \/n2+\/4n2+Jl6n2+8n+3 <n+2
Donc : ce nombre est compris strictement entre deux entiers consécutifs : 7 +1et n+2:(n+1)+1

Par suite : VneN ; \/n2+\/4n2+\/16n2+8n+3 eN
Exercice4 : (1,5pts) : Démontrer que : Vx e R;(x# -2 =>x"+2x*+x+2#0 )

Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :
VxeR;(x;t—Z =X +2x2+x+2%#0 )

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

IN



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Soit: xe R ; Par contraposée Montrons que : (x3 +2x2+x+2=0=>x=-2 )
Supposons que : x* +2x*+x+2=0 Alors : x*(x+2)+(x+2)=0

Alors : (x+2)(x*+1)=0

Alors: x+2=0o0u x*+1=0

Alors : x=-2 ou x?>=-1(impossible)

Alors: x=-2

Donc: (x'+2x2+x+2=0=>x=-2 )

Par contraposée on a donc : VxeR;(x#-2=x’+2x2+x+2#0 )

Exercice5 : (1,5pts) : Soient(x;;z)€Q’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12
Montrerque : x#y ou y#z OU z#X

Solution : Soient(x;y;z)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12

Nous raisonnons par I'absurde en supposantque :x=y et y=z et z=x
C’est-a-dire supposantque : x=y=z

Commeona: x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12 et x=y=z

Alors : x(x+x)+x(x+x)+x(x+x)=12

Donc : 2x> +2x° +2x° =18 = 63 =12 = x* =2 = x = 7+/2 contradiction carxeQ et +V2 ¢Q
Parsuite: x#y ou y#z ou z#x

Exercice6 : (2,5pts) : (1pts+1,5pts) 1) On pose : vneN" :

k=n—1
S, =1 +3*+5 +..+(2n-1) = > (2k+1)
k=0
1) Calculer: S, ; S, et §,
k=n—1 4n? —1
2) Montrer par récurrence que : VaeN” ; S = Z (2k+1)2 = ;1(+)
k=0
) k=0 5 5 ) k=1 5
Solution: 1) S, =1>=>"(2k+1) =let S, =1"+3"=> (2k+1) =1+9=10
k=0 k=0
k=2 5
Sy =1+3*+5"=>(2k+1) =1+9+25=35
k=0
) n(4n2 —1)
2)Notons P(n) la proposition : "S = f"
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1(4x1-1)

1étapes : linitialisation : Pour n=1 nous avons : S, =1 et :5:1 donc P(1) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : soit n e N*

: ., < konl 5 n(4n2 —1)
Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : S, = > (2k+1)" = —
k=0

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
< z_(”+1)(4(”+1)2_1) (n+1)(4n>+8n+3) ?

Montrons alors que : S,,, = > (2k+1) = ??
pany 3 3

=
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4’ +81°+3n+4n°+8n+3 _4n +120°+11n+3

C’est-a-dire montrons que : S,,, =

3 3
k=n 5 k=n-1 5 5
Ona: S, =D (2k+1) = > (2k+1) +(2n+1)
k=0 k=0
k=n— 4 2 _1
Or d’apres I'hypothese de récurrence : S, = 21(2k+1)2 - %
k=0
n(4n® -1 4 —n+3(2n+1)Y 4n’ —n+3(4n* +4n+1
Donc : Sm:QJr(an)z: n’—n+3(2n+1) = ( )
3 3 3
4n> —n+12n* +12n+3 4’ +12n* +11n+3
Donc: S,,, = =
3 3
C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.
kgn n(4n2 —l)

Conclusion : Par le principe de récurrenceona: vae N ; S, = > (2k+1)" = 3
k=0

Exercice7 : (3pts) : (1pts+Ipts +1Ipts)

Soient les ensembles suivants : A:{6’i;2 /nel } et B:{3I:;1/neZ }

1) Montrer que : LeB et igA
12 12

2) Montrerque : Ac B
3) Est-cequona: 4=B?

Solution :1) a) Montrons que : % eB

LeB <:>EIneZ/L=3n+1
12 12

<:>E|neZ/3n:O<:>EIneZ/

Il suffit de prendre : n=0
On peut vérifier que ; 21 3x0+1_ 1
12 12 12

<IAne/3n+1=1

Par suite : 1 eB
12
b) Montrons que : é ¢ A
Supposons par 'absurde que : é ed

iEB <:>EIneZ/L:6n_2
12 12 12

sIneZl/on-2=1<3IneZ/6n=3=3IneclZ/ nzégZ

Contradiction : Donc : é z A

2) Montronsque: Ac B
Soit: re A Montronsque: reB ?
6n—-2
12

red<sIneZ/r=
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Pour montrer que : r € B |l suffit de trouver un : n'eZ telque : r= 31112“
1ier méthode : =" tL et , = 912
12 12
Donc : ntl_obn—2
12

Donc: 3n'+1=6n-2<3n'=6n-3<n'=2n-1eZ
Donc : Il suffit de prendre : n'=2n—-1€Z

Par suite: re B

Conclusion: Ac B

2er méthode : Pour montrer que : 7 € B |l suffit de trouver un : n'eZ tel que : r= 3"12”
reA<:>EIneZ/r=6n_2
12
L_6n=2_3x2n-2 3x2n-3+3-2 _3x(2n-1)+1_3xn'+1
12 12 12 12 12
Avec: n'=2n-1€Z car neZ
3n"+1

Donc: 3an'eZ/r= : Par suite: re B

Conclusion: Ac B

3) Comme : éEB et éeA alors:Bxz A

Par suite : A# B

Exercice8 : (4pts) : (0,5pts +Ipts+ 0, 5pts + Ipts + Ipts)
:R—>R

X x2+x+2

1) Montrer que : VxeR f(-1-x)=f(x)

2) f est-elle injective ?

Soit l'application f :

3) Résoudre dans R I'équation : f(x):—%

4) f est-elle surjective ?
7
5) Montrer que : f(R):[Z;Jm[

Solution : 1) Montrons que : f(-1-x)=f(x)

Soit xeR : f(=1-x)=(-1-x)*+(-1-x)+2
=(14x)2+-1-x+2=x2+2x+1+-1-x+2
:x2+x+2:f(x)

2)Si je trouve : x =y et f(x)=/(») on peut affirmer que f nest pas injective.

Ona: VxeR f(-1-x)=f(x)

Sijeprends: x=0

Ona: f(-1)=/(0) mais 0%-I

Donc : f n'est pas injective

3) Résolution dans R I'équation : f(x)=1
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f(x)=lex?+x+2=1ox2+x+1=0 A=12-4xIxI=-3<0 Donc: S=@
4)Par exemple : 1 n’a pas d’antécédents par f

C'est-a-dire : I'équation : f(x)=1 n’a pas de solutions dans R .

Donc : f n’est pas surjective

7
5) Montrons que : f(R):[Zﬁoo

On raisonne par double inclusion :

7
a) Montrons que : f(R)c {ZHOO

7
Soit: xeR Montrons que : f(x)e[zﬁoo{ c’est-a-dire Montrons que : %gf(x)
f(x)—zzxz+)c+2—Z:x2+x+l A:12—4><l><1:0 Donc: x2+x+120
4 4 4 4 4

7 7
Donc : f(x)—gzo C’est-:‘a-diref(X)E[Z;M{Alors : f(R)C{Z;JrOO[
7
a) Inversement montrons que : {Zﬁo{c f(R)

7
Soit : yehﬁoo{ : Montrons que : IxeR telque: f(x)=y ?

f(x):yc>x2+x+2:yc>x2+x+2—y:0 ; A:12—4><(2—y):—7+4y

Comme : %Sy alors: —7+4y>0

RN =

Alors I'équation admet une ou deux solutions : x—feR ou x

Donc: IxeRR tel que: f(x)=y
Donc :B;Jroo[cf(R)

Conclusion : f(R)= B;w{
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