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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercicel : (5pts) : (1ptsx3+2)
On considére les propositions suivantes :

P:(IyeR)(VxeR):xy+2y+x+2=0 et Q:(VrneN"):fn(n+1)+1eN
R:(V(a;b;c)eR):{ a=b

1) Déterminer la valeur de vérité de P
2) Ecrire la négation des propositions P et O et R

3) Montrer que la proposition O est fausse
4) Montrer que la proposition R est vraie
Solution :1) P:(Ely € ]R)(Vx € R) (xy+2y+x+2=0

xy+2y+x+2=0<:>y(x+2)+x+2:0<:>(x+2)(y+1):0

a+b

<c:>|a|<c et |b|<c}

Sije prends : y =—1alors: (VxeR):xy+2y+x+2=0
La proposition P est vraie
2)P:(VyeR)(EIxeR):xy+2y+x+2¢O

é:(ﬂneN*):«/n(nnLl)H g N

E:(E(a;b;c)eR):{ a+h

3) Déterminons la valeur de vérité deQ
Ona :é:(ﬂneN*):Jn(n+1)+l ¢ N
Pour: n=1:J1(1+1)+1=/3 N

Donc La proposition é: est vraie par suite Q est fausse
a-b

a—b

<c et(|a|Zc ou |b|20)}

a+b

4) Soit : (a;b;¢)eR’ : Supposons que : |—|+ <c
On Ia;b i bI |a+b|+|a;b| c’est-é-dire:|a|sa—w 9=b) ot comme :|% 0 a_—b“
Alors : |a|<¢
On a aussi : Ia;b b2a| |a+b| IbZaI c'est-a-dire : |p|< a+bj, ja-b car |a—b|=|p-a|et comme :
¥+@ < c alors|p|<c

a+b| |la-b

Conclusion :(V(a;b;c) € R3): <c= |a| <cet |b| <c
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Exercice2 : (2pts) : Montrer que : vxeR;VyeR

x#yet x+y#1=x2—x+1 i\/yz—y+1

Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : Jxi—x+1 :\/yz—y+1 >x=youx+y=1??
Soient: xeRet yeR

Ona: \/xz—x+1:\/y2—y+l > x?—x+1=)r*—y+1
:>x2—y2—(x—y)=0 :(x—y)(xﬂ-y)—(x—y):o
:>(x—y)(x-|—y—1):O =x-y=0 ou x+y—-1=0

=>x=y ou x+y=1

Donc : Vx*-x+1 :\/yz—y+1 =S>x=youx+y=1
Donc par contraposition on déduit que : x# y = (x+1)(y-1)#(x-1)(y+1)
Exercice3 : (2pts) : Soient(x;;z)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18
Montrerque : x#y OU y#z OU Z#X
Solution : Soient(x;y;z)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18
Nous raisonnons par I'absurde en supposantque :x=y et y=z et z=x
C’est-a-dire supposantque : x=y=z
Commeona: x(y+z)+y(x+z)+z(x+y):18 etx=y=z
Alors : x(x+x)+x(x+x)+x(x+x)=18
Donc : 2x* +2x° +2x° =18 = 6x* =18 => x* =3 = x = F/3 contradiction carxcQ et +:/3¢Q
Par suite: x#y ou y#z ou z#x
Exercice4 : (2,5pts) : Montrer que :VneN" ;

k=n
S, = ;(_l)kl K2 =1>-224+3%>4+ .. +n*= @(_l)rwl.

. " n(n + 1) n+1
Solution : Notons P(n) la proposition : "S, = T(_l) "

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :

S, = i(—l)"‘1 k2 =(-1)""1 =1 et M(—1)l+l =1x(-1)" =1

Donc P(1) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :

s, =3y e =D

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

k=n+1
Montrons alors que : S,, = . (-1)" k*= (”+1)2(”+2)
k=1

Remarque : (—1)"" =(=1)"x(~1)" =(=1)"x1=(~1)" et

n2 _ (n+1)(n+2)

(i = 2o

k=n+1 k=n

ona: S, = (1) K= (=) K+ (1) (n+1) =8, +(-1)" (n+1)

k=1 k=1
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n (n + 1) n+l
et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: S, = T(—l)
n(n+l)

D ) o) =l ) 208 00
Car: (-1)"" =(=1)"x(=1) =—(-1)"
Donc: S, =%(n+1)(—1)"(—n+2(n+1)):%(—1)"(n+1)(n+2): (n+1)(n+2)

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.

Donc: S, =

(-1

Conclusion : Par le principe de récurrenceona: ne N* | § — "(”—“)(_1)”“.
2

n

k k
Exercice5 : (2,5pts) : Soient les ensembles : 4= {%+2?ﬂ ke Z} B= {%Jr 2?” ke Z}

Monter que : ANB=Y
Solution : On suppose que : ANB#=J

Donc: 3x,eR x,ed et X, € B

k.

T T Sk
<:>E|(k1;k2)€ZZ: X0 254—2? et X :Z+22—

5

Donc < 3(k;k,) e Z2: Zo ok _z k7
2 5 4 5
1

2 b .. .
Donc : g(k1 —k,)= 7 had k —k, = —g contradiction avec la faite que , -, <7 et —%ez Donc :

ANB=O

Exercice6 : (6pts) : (2pts+1pts+1,5pts +1,5pts)
fR—>R
Soit I'application : x
R
1) a) Montrer que : f(R)c]-L1[ :
b) f est-elle surjective ?

c) Déterminer : f ' ({%}J : f7({3})

_ 1
2) Montrer que : f IHO,ED =[0.,1]
3) Montrer que f est injective
4) Montrer que f est une bijection de R dans ]—l,l[ et Déterminer sa bijection réciproque. '

Solution : f(x)=ﬁ|x|
x| Wl

Lol il 14

1)a)SoitxeR:ona:‘f(X)‘= car 1+[x|>0

Ona: |x|<|x|+1 car |x|+1—|x|:1>0
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Donc : |x| <1+|x|
1+|x| 1+|x|

Donc: VxeR : —1<f(x)<
Clest-a-dire : f(R)c]-L]
byOna: vxeR : -1< f(x)<I1

Donc : par exemple 1 ou 2 n’admet pas d’antécédents
Donc f n’est pas surjective

c) Déterminons : [{%} j
{fpernaetf-powsor

Soit:xeR:f(x)z%@l_:]ﬂ:l@Zx |x| 1=0

Si: x>0 2x—|x]-1=02x-x-1=0cx=1

c'est-a-dire : |f(x)[<1 :

Si: x<0 2x—|x|—1=0<:>2x+x—1:0<:>3x:1<:>x:% pas de solutions : car x<0

ConC|USi0an(x):l<:>x_l Par suite : /'~ ({;H:{l}
f_l({ }) & Car VxeR : f(x <1 et 3>1

2) Montrons que : f~ [ jz 0 1

o-perrrde]

xef‘l[lo,%nqogf() S B0

<:>O< <—1
XS + p
1 ‘ ‘ 2 car . 1 |X| O

1+|x| 1+x
©0<x<—= & 0<x<—= car x>0 etdonc: | =x
<
0<x 0<x 0<x
& ey & = & 0<x<lexe[0,]]
xST 2x<1+x x<1

e

3) Soient X, €R et x, eR . Montrons que : f(x)=f(x,)=x =x,
Supposons : f () =f(x2)

f(x)=1(x)=

N | =

Alors : xef'lqo,%D@xe[O,l] et par suite : 1~ GO

k| _ el

1+|x1|

|xl|(l + |x2|) |x2|(1 + |x1 |)

X
1-|-|x1| 1+|x2 1+|x2|| 1+|x,| 1+|x2|

= [ ||+ ] = |+ o | = | =
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X X% XX _ - .
1+|x1|_1+|x2|:>1+|x| 1+ x| = x,=x, Donc f est injective

On remplace dans :

4) Montrer que f est une bijection de R dans |—1,1]
e Ona:f estinjective de R dans R
Donc :f est injective de R dans |—1,1]

Soit: ye]-L1[ : Montrons que : IxeR tel que: f(x)=y ?

f(x)=ye

W+

Utilisons un raisonnement par disjonction des cas :Si: y =0 alors | |x =0 x=0
x|+
Donc :3!x=0cR tel que : f(x)=

L=y:>x>—0

. i
Si: yel0,1] alors E

Y
— = —= =(x+1 —xy = l1-y)= =—— :y=10,1
|x|+1 J/<:>x+1 yex (x+ )y<:>x xy y<:>x( y) yeox - car: y ] [
Donc: Si: ye]0,1] alors I'xeR tel que : f(x)=

Si: ye]—l,O[ alors —-1<y=<0

Donc : =y=>x=<0

|x|+1

oY ers (l—x)y<:>x:y—xy<:>x+xy:y<:>x(1+y):y<3x=1+i car: —1<y<0
X y

Donc: Si: ye|-10[ 3txeR telque: f(x)=y
Conclusion : Vye]-L1[ 3txeR tel que: f(x)=y
1,1

[

Résumé : Si: ye[O,l[ f(x)=y<:>x:L:fil(y)

Par suite : f est une bijection de R dans ]

si: yel-1,0] f(x)zyc)x:ﬁ:fl(y

-L[ >R
IL Si xe[O,l[
Sa réciproque est I'application fﬁldéfinie par:x =

ﬁ Si X€ ]—1,0[

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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