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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1ptsx3)

Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.
(Justifier vos réponses)

1)P: « (3xeR)(‘v’yeR);2x2+xy+5y2;tO »

2) 0: « (VxeR)(VyeR);x—y:2:>x>2 »

3) R: « (‘v’neN*)/x/m§£N »

Solution : 1) P: « (3xeR)(VyeR);3x2—xy+4y2 =0 »

Pour:x=1eR : 2x1> +1y+5y> =5y> + y+2

A=1>-40=-39<0 donc: 5y’ +y+2=0 n'a pas solution c'est-a-dire : 5y +y+2#0
Alors P: est vraie

P« (VxeR)(IyeR);2x" +xp+5y° =0 »

2) O « (VxeR)(¥yeR);x-y=1=x>1 » donc: 0: « (IxeR)(IveR)/x—y=2et x<2 »
Pour:x=1et y=—1ona:x—y=1-(-1)=2 et 152

Alors la propositioné: est vraie et par suite : 9: Fausse

3) R: « (VneN*)/\/4n2+5n N »donc: R: « (EIneN*)/\/4n2+5n eN »
Pour:n=1: \/4X12+5X1=\/§=3€N

Alors la proposition R :est vraie et par suite : R: Fausse
Exercice2 : (2pts) : (0,5ptsx4)

On considére les assertions suivantes : P :(V(x;y)eR?): f(x)=f(y)= x=y
1) Ecrire la négation de P

2) Soit f l'application de : R — R tel que : (VxeR): f(x)=x*+2x+2

Montrer que : (VxeR): f(-x-2)=f(x)

3) Est ce que : P est vraie ? justifier votre réponse
4) Que peut-on dire de I'application f ?

Solution :1) a) P :(V(x;y)eR2):f(x)=f(y):>x=y

Remarque : "non(U = V)" est "U et non(V)"

Alors : P :(El(x;y)e]Rz)/f(x):f(y) etx+y

2) Montrons que : Soit : xeR ; f(—x—2)=(—x—2)2+2(—x—2)—|—2
f(—x—2):x2+4x+4—2x—4+2:x2+2x+2
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Donc : (VxeR): f(-x-2)=f(x)

3)ona —x—2#x mais f(-x-2)=f(x)

Par exemple : x=1 alors —1-2#1 c’est-a-dire : -3#1mais : f(-3)= /(1)
Donc : (3(,-3)eR*)/ f(1)=f(-3) et 1% -3

C’est-a-dire : ﬁ est une assertion vraie

Par suite : P est une assertion fausse
4) f est une application non injective

Exercice3 : (1 ,5pts) :

1) Démontrer en utilisant le Raisonnement par implications successives que :

V(xy)eR:(02-x2y=y—x=>x=y ou xy=1)

Solution : Soit : (x;y)eR? ;

Supposons que : xy*—x*y=y—x etmontronsque : x=y ou xy =1

xyz—xzy:y—x:>xy(y—x)zy—x:xy(y—x)—(y—x):0:>(y—x)(xy—1):O
=y—x=0o0uxy—-1=0=y=xouxy=1

Donc : ‘v’(x;y) eRz;(xyz—xzyzy—x:xzy ou xyzl)

Exercice4 : (5pts) Soient xe R™ ; y e R™

On pose : A:[1+1](1+1] ; x+y=1 et ar:L
o

X Y
1) a) Montrer que : (‘v’(x;y) e(R™ )2) : erTyZ Jv  (linégalité arithmético-géométrique)
b) Déduire que : l—|—122a

Xy
2) Montrer que : AZ(a+1)2
3) Déduire que : [1+lj(1+1]29

X Y

Solution : 1) a) Soit(x; ) e (R™)’

x+y2\/5<:>x+y22\/;\/;<:>\/;2+ y2—2\/;\/;20<:>(\/;—\/;)220 Proposition vraie

2

Donc: (‘v’(x;y)e(R*+)2): x;yz xy

2) Soit(x; v) € (R’
Ona: (V(x;y) S (R“ )2): x;—yz xy et puisque : leR"* et leR** on appliquant cette inégalité

x y
t

+
Onadonc: > Y> lxl c’'est-a-dire : lJrlzz\/I donc: l+122L et comme : a=L
2 \lx y Xy xy Xy \/E \/E

Alors : l+122a
Xy
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2) Montrons que : Az(a+1)2

Ona: A:(1+lj[1+1]:1+(1+1]+L et comme : l+122a et a:L<:>ar2:L
)y x y) xy x oy J xy

Donc : 1+[l+lJ+LZI+2a+a2 c’est-a-dire : Az(a+1)2
X y) Xy

3) Déduisons que : (1+l)[1+1]29
X y

Ona: 4>(a+1) cest-a-dire : (1+lj(l+ljz(a+l)z
X y

1
Orona: x+y=let 2> donc: :>—,_22:> >2
X+Yy ) Xy a
(1+lj[l+lj2(a+l)2:>(1+lj[1+1]2(2+1) :(1+1)E1+1J29
X y X y X y

Exercice5 : (1,5pts) :
V(x;y)eR’ : Montrer que : [2x2+5xy+3)? <3 = [x+y[< 3 ou [2x+3y[< B

Solution : Soit : (x;y) e R’ : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : |x+y|>-\/3_ et [2x+3y)| >-\/3T:>|2x2+5xy+3y2| >3
|x+y|>\/3_et |2x+3y|>ﬁ:|2x+3y||x+y|>\/§xﬁ :>‘(2x+3y)(x+y)‘>3
:>|2x2+3xy+2xy+3y2|>3 :>|2x2+5xy+3y2|>3

Donc: V(x;y)eR2 |x+y|>\/3_et |2x+3y|>\/3_:>|2x2+5xy+3y2|>3

Alors : Par contraposition : V(x;y)e R’

|2x2+5xy+3y2| <3 :>|x+y| < \/3_ ou |2x+3y| < \/3_

Exercice6 : (2pts)

k=2n 2n+1
Montrer que : VneN et VaeR" —{-1} S, = Z (-1)" a* = Irl :
a+
2n+l +1
Solution : Notons P(n) la proposition: " S, ——1 "
a+

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » € N.

k=0 1
1étapes : linitialisation : Pour n=0 nous avons : S, = > (—1)" @* =(=1)"a’ =1 et +11
m a+
Donc P(0) est vraie.
2n+1
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : S, = ;rl
a+

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

2n+3+1
Montrons alors que : S, = ??

a+1
k=2n+2 k=2n

Ona: Sn+1 = Z (_l)k ak _ Z (_l)k ak +(_1)2n+1 a2n+1 +(_1)2n+2 a2n+2

k=0 k=0
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Remarque : (—1)2"+2 =1 car 2n+2 pair et (—1)2"+1 =—1 car 2n+1 impair

2n+1

+1

a+1
k=2n+2 2n+1 2n+1 . 2n+l 2n+2
Donc: S = Z* (_l)kak:a_ﬂ_ a +1-a”" (a+1)+a*""* (a+1)

P a+l1 a+1

et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: S, =

2n+1 2n+2
a +a =

k=2n+2 2n+1 + 1 _ a2n+2 _ a2n+1 a2n+3 a2n+2 a2n+3

§ = Y k_a + + _ +1
™ ,Z; ( ) ¢ a+l a+l

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence ona : VneN et VaeR" —{-1}

k=2n 2n+1

S—Z( 1) a* =

ExerCIce7 : (5pts) : (Ipts+1pts+1pts+2)

+1
a+1 '

Soient les ensembles : E = {(x;y) eR?/x>—xy—2y? :O}
F:{(x;y)eRz/)Hy:O}

H:{(x;y)GR2/y2—2y(x+l)+2x:0}

1) Montrerque : Fc E

2) Déterminer y de R tel que : (1;y)eE ;estcequeona EcCF ?
3) Montrer que : E=F UG ou G est un ensemble a déterminer
4) Soient les ensembles : A= {(x;y) eR>/y=x+1+x2+1= 0} ;

Bz{(x;y)eRz/y=x+1—\/x2+ =0}

a) Montrerque : H=AUB
b) Déterminer : HNF
Solution : 1) Montronsque : Fc E ?

Ona: (x;y)eF©x+y:0c>y=—x

=S x*P—xy—2y*=y*+»*-2y*>=0 :>(x;y)eE
Donc: FcFE
2) (l;y)eE<:>1—y—2y2=0<:>(1+y)(1—2y):O

1

1 1
I; E I; F
Donc : ( 2)6 ou( 2]%
Donc: 3(x;y)eR?/ (x;y)2 F et (x;y)eE

Donc: Ez F
3) (x;y)eE<:>x2—xy—2y2:0c>x2—2xy+xy—2y2:0

S +xy-2-2y" =0 x(x+y)-2y(x+y)=0
c>(x-|—y)(x—2y)=0©x+y=0 OU x—2y=0
&(xy)eF ou (xy)eG
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Avec : G:{(x;y)eRz/x—2y:O}

Donc : ¥(xy)eR? (x;y)eEe (x;y)eF ou (xy)eG

Donc: E=F UG

4) a)(x;y)eH < y*=2y(x+1)+2x=0
<:>y2—2y(x—|—1)—|—(x—|—1)2—(x+1)2—|—2x=0@[y—(erl)]z=(x+1)2—2x©[y—(x+1)]2=x2+1
Sy=x+l+Jyxr’+l ou © y=x+1-Jx’+1 & (xy)e4d ou (x;y)eB

Donc: H=A4AUB

4)b)(x;y)e HNF < (x;9)eH ou (xy)eF

& x2-2xy+2x-2y=0 et x=-y

{x2+2x2+2x+2x:0 {3x2+4x=0 {x(3x+4)20
= = f—

4
x=0ou x=—— 4 4
And 3 x=0et y=00U x=——et y=—
x=—y 3 3
4 4
Donc : (x;y)eHmF@(x;y)e{(o;o);(_g;gj}

HmF:{(O;O);(—é;éJ}

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

(3]



http://www.xriadiat.com/

