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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice1 : (9pts) : (1,5ptsx6)

Déterminer la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes et (justifier vos
réponses avec un raisonnement bien precis) :

1) B : «(VneN); 6n+5 est un nombre premier »

2) P,: « VvneN : 4n+3

z N »

3) P33 « VXER—{—I} : x¢%:3—x¢1»

’ x+1
4) P, « VxeR:|x-2[<x?-2x+3 »
5) B« (IxeR)(VyeR);0< y2—x—1
6) F,:« VneN; 2">1+n »
Solution : 1) On utilise un raisonnement par contre-exemple :
P :«(Eln eN)/ 6n+5 n’est pas un nombre premier » est vraie
Eneffet: pour (3n=12eN) et 6x12+5=72+5=77=7x11
77 n’est pas un nombre premier (72 =12 est le contre-exemple)

La proposition P, : est vraie par suite ] :est fausse
4n+3

2) Montrons que : P : VneN: ¢ N est vraie

Soit neN : Par I'absurde, supposons que :: GneN tel que : 4n+3

dn+3
=m
6

e N

C'est-a-dire : 3neNet Im e N tel que :

4n+3

=m<:>4n+3:6m:>3:6m—4n:>3:2(3m—2n):>3=2k avec k=3m-2eN

= 3est pair |. C’est une contradiction car on sait que : 3 est impair

Ceci signifie : VneN: 27243

Autre procédure : 3 =2(3m—2n):>3 =2k = 2 divise 3 = absurde car on sait que : 2 ne divise pas 3
Soitxe R—{-1}

3) Montrons que: B : « VxeR—{—l} ; x¢l:> 3_"1¢1>> est vraie
X+
Utilisons un Raisonnement par contraposition : Montrons que : 3—xl =1=x =%
X+
BY 12 3x=x+122x=122x=1
x+1
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Alors : Par contraposition : Vxe]R—{—l} A SR |

E:HXER—{_I} i xi% et 3x1:
X+

4) By : « VxeR:|x-2/<x®-2x+3 »

SoitxeR : Premier cas : six—2>0 cest-a-dire ; :x>2 = |x—2|=x—2
=2x43—(x=2)=x-2x+3-x+2=22-3x+5: A=(-3)-20=-11<0

Comme : a=1>0 alors : x>-3x+5>0est une proposition vraie

Alors : x*=2x+3—(x—2)>0

Alors : six>2 : |x—2|£x2—2x+3

2 ieme cas : si: x—2<0 cest-a-dire; x<2 =|x—2|=—x+2
X2=2x43—(—x+2) =2 -2x4+3+x-2=x-x+1 1 A=(-1)'-4=-3<0

x2—2x+3—(—x+2)>0 Alors :six<2: |x—2|£x2—2x+3

Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas : P, : « VxeR:|x—2|£x2—2x+3 » est vraie
P
5) B:« (IxeR)(VyeR);0< y2—x—1
«0=yr*—x—-1l<=x+1=<y?

« EIxeR:|x—2|>x2—2x+3 »

il suffit de prendre : x =—2et on trouve :(Vy € R);—l < y?(vraie)

Par suite : la proposition £ :est vraie.

P:«(VxeR)(IyeR);0=y2—x—1

6) Montrons P, (n):« vneN; 2'>1+n » estvraie ?

Utilisons un Raisonnement par récurrence :

Nous allons démontrer par récurrence que £, (n) :est vraie pour tout neN.
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 2° =1>1+0 donc 12>1.
Donc P, (0):est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Hypothése de récurrence : Supposons que F, (n) :soit vraie
c'est-a-dire : 2" >1+n

3étapes : Nous allons montrer que P, (n+1):est vraie.

Montrons alors que : 2""' >2+n ?7?

On a: 2" >1+n d’aprés I'hypothése de récurrence donc 2’ ><22(1+n)><2

Donc: 2"'>2n+2et 2n+2>n+2 car 2n+2—(n+2)=2n+2-n-2=n>0

Donc: 2""'>2+n Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence

F,(n):« vneN; 2">1+n » estvraie
Exercice2 : (4pts) : (Iptsx4) Soient: x€ R™ et yeR” telque: x+y =1
1)Montrer que : (V(a;b) € Rz) ca?+b2>2ab
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x>y 1-xy
2) a) Mont : =
) ) Montrer que x+1+y+1 (x+1)(y+1)

2

b) Montrer que : 1—-xy > % c) Montrer que : 2%

(x+1)(y+1)

3)Déduireque si xe R" et yeR" et x+y=1 alors

2

2
A
x+1 y+1 3
Solution : Soit :(a;b) e R?
a?+b>>2ab < a?—2ab+b>*>0 <= (a—b)2 > (0 Proposition vraie
Donc : (v(a;b) € Rz):az+b2 >2ab est aussi une Proposition vraie

x oy l-wy

+ =

x+1 y+1 (x+1)(y+1)

2
2) a) Montrons que :

Soient: xe R" et yeR etx+y=1

x2 oy xP(y+D)+02(x+1)  x2p+x24yix+3? a2y +yx+x2+y2 xp(x+p)+xt+)?
+ — = = =

x+1 y+l1 (x+1)(y+l) (x+1)(y+l) (x+1)(y+1) (x+1)(y+l)

2y w(x+y)+a+ty?

x+1 y+l_ (x+1)(y+1)

Comme: x+y=1 = (x+y) =1 = x>+ 1>+ 2xp=1=x" + > =1-2xy
x2 N 32 _xy(x+y)+x2+y2_xy><1+1—2xy_ 1—xy
x+1 y+1_ (x+1)(y+1) - (x+1)(y+1) _(x+1)(y+1)

b) Montrons que : 1—xy 2%

Ona: (V(a;b)eR2):a2+b222ab donc: x2+y?>2xy et x* +y> =1-2xy

1 1 1
Alors : 1—2xy22xy:>124xy:>xy£Z:>—xy2—Z:>1—xy21—Z:> l—xy =

4
__ & A e
(x+l)(y+1)_9
Comme: x+y=1=x+1+y+1=1+1+1=(x+1)+(y+1)=3

:>[(x+1)+(y+1)]2 =9= (x+1) +(y+1)" +2(x+1)(y+1)=9

c) Montrons que :

:>(x+1)2+(y+1)2 =9-2(x+1)(y+1)=9-2(x+1)(y+1)=2(x+1)(y+1)

:>9Z4(x+1)(y+1):>(x+1)(y+1)g%: (x+1)1(y+1) Zg

2 2

Y

3)Déduisons que isi x€ R" et yeR" etx+y=1 alors + > —
x+1 y+1 3
x? y? I—xy 1
O : = —(1- I
e R e e o) Sl ) s gy
1—xy2§et ! :(l—xy);>gxﬂ:> X + y: >l

R
4 (x+1)(y+1) 9 (x+1)(y+1) 4 9  x+1 y+1 3
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Exercice3 : (2pts) : A=[0;1[: et B= {%/x c R*}
X
Montrons que : 4=8B
Solution : Conseils méthodologiques :
Pour montrer que A=B,onmontre que : Ac Betque Bc 4.
a) Montronsque Ac B ?
Soit ye A= 0<y<1 Montronsque: yeB

C'est-a-dire : Montrons que : IxeR"/ y = Ll
X+

yz%@y(x+l):x<:>xy+y=x<:>x(l—y):y
X+
y:L©x=LeR+ Car 0<y<1
x+1 -y
Donc: erRVy:L
x+1
Par suite: ye B etalors: Ac B
a) Montrons queBc 4 ?
Soi’[yeB:>3erR%+/y=L
x+1
Montrons que : ye 4

C’est-a-dire : Montrons que : 0<y <1 ?

Ona: xeR’ etyzi donc: 0<y
x+1

x x+l-x 1
x+1 x4+l x+1
Donc: y<1letalors: 0<y=<1
Donc: ye 4

Par suite :Bc 4
Conclusion: 4=8

l-y=1- >0 Car 0<x

] — 5+

b

(e
Exercice4 : (3pts) : Soit 'application f : 4 2

fo(x)z%Jr,’er%

Montrer que : f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. 1

Solution : Soit : ye|:§;+oo{ : Résolvons dans : |:_T1;+oo|: I‘équation f(x):y

-1 5 f 1 1 5
Soit : —;+ . =S —+ [x+—=v& +_=p-=
xe[ 2 oo[ f(x) y 5 X 1 ¥ X J y 5

1 _
4 4 2 2

2 2
1 5 5V 1 A N B {—1 {
=y +—| =|y—= =|ly-=| ——Etona:|y-Z| ——>—-— Cest-a-dire: xe| —;+x
f(x)=y [\/X 4] (y 2) = [y 2) 4 (y 2) 47 4 Y1 s

Donc: VyeB;Jroo{ 3!X€|:_Tl;+00|: tel que : f(x):y
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Donc : f est bijective.
R e R e
-1 =
xe{;;ﬂo[ E‘:§'+w‘:
y >

Donc : VxeF;w{ ; f“(x):(x——jz__

T I N =
/ '[2’+ {{4# {

diao(5Y L
x> f (x)—(x 2) 1

Exercice5 : (2pts) : Soit I'application f:

[\

NxN >N

n;m) = (n —m)2
1) f est-elle injective ?
2) f est-elle surjective ?

Solution : 1)
o f est injective si et seulement si tout elément de N admet au plus un antécédent dans NxN

C’est-a-dire : V(n;m) eNxN ; V(n’;m’) e NxN

f(mm)=f(n'sm") = (n;m)=(n";m")

e f n‘est pas injective si et seulement s’il existe au moins un élément de N qui admet plus d’un
antécédent dans NxN

C'est-a-dire : I(n;m) eNxN ; I(n';m') eNxN
f(mm)=f(n;m') et (n;m)=(n'"sm')
Si je trouve : (n;m)#(n';m’) et f(n;m)= f(n';m") on peut affirmer que f nest pas injective.
Sije prends : (1;2) ez (1;0)
Ona: f(1;2)=(1-2) =1 et £(1;,0)=(1-0)" =1
Donc : : 3(1;2) eNxN ; 3(1;0) e NxN
f(12)=f(1,0) Mais (1;2) = (1;0)
Donc : f n'est pas injective
2)
o f est surjective si et seulement si tout élément de N admet au moins un antécédent dans NxN
C'est-a-dire : v p eN ; 3(n;m) eNxN
Tel que : f(n;m):p

¢ f n'est pas surjective si et seulement si il existe au moins un élément de N qui nadmet pas
d’antécédent dans NxN

Clest-a-dire : 3p e N ; V(m;m) eNxN ; f(n;m) = p
eSijetrouve : p € N quin’a pas d’'antécédent dans NxN on peut affirmer que f n’est pas
surjective.
Sijeprends: p =3
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Ona: f(n;m):3<:>(n—m)2=3 n-m=3

Mais :il n’existe pas : (n,m) eNxN tel que : n—m=A/3
Donc: 33eN ; V(n;m) eNxN ; f(n;m)#3

Donc : f n’est pas surjective.

Remarque : il existe des élements de N qui ont des antécédents dans NxN
Par exemple : p=4

f(n;m)=4c:>(n—m)2 =4 n—-m=2oun—-m=-2

Il existe : (3;1) eNxN tel que : (3-1)" =4

C’est-a-dire : 4 e N a au moins un antécédent dans NxN (pas suffisant pour affirmer que f est
surjective car il faut que tous les éléments de I'ensemble d’arrivé aient des antécédents par f

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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