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Correction : Devoir surveillé n°1 sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice 1: (9pts) : (1,5ptsx6)
Déterminer la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes et (justifier vos
réponses avec un raisonnement bien preécis) :
. . 1
1) Ri(vxeR );x+—6>—8
X

n+5

2) P, i vneN: =1
) T2 < n+4

} x, * X y
P:VxeR :VyeR : xzy=>—%—2—
35 < ye y 54X 5+Y

4) P, (VneN);n2+3n+2023 est un entier impair
5) B ivxeRr;vyeR (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)=>x=y

6) P,: VneN;n’-n est divisible par 3

Solution : 1) On utilise un raisonnement par contre-exemple :
1

P: (3x e R**);x+—6s8estvraie
X
En effet : pour (4 = ]R**) et 4+ % =8 <8 (X =4estle contre-exemple)
La proposition El . est vraie par suite P, :est fausse
Remarque : comment faire pour trouver ce contre-exemple ?

2
x+£>—8<:> uSihy 2 = 8<> Xx2+16 >=8X <> x2—8Xx+16 = 0 < (x—4)2 =0
X X
Mais cette inégalité n’est pas vérifiée pour : x =4
2)Montrons que : P, vneN: n-+>5 - 1est vraie
n+4
Soit neN : Par I'absurde, supposons que : dneN tel que : n +i =1
n —+
n+95 o _
P, =l n+5=n+4=5=4 | Cest une contradiction car on sait que : 5= 4
Ceci signifie : P,: vneN: N3 . jestvraie
n+4

P,:dneN:P*+S 4
n+4

. * x X y .
P iVXeR,VYeR - xz2y=>—#—"—
3) Montrons que : y y 5+x Bty est vraie

Utilisons un Raisonnement par contraposition :
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X
Montrons que : 5+—x = % = X=Y estvraie
SoientxeR" et yeR" ;
X y
Ona: ——=—"—=>X(5+y)=y(5+X)=5x+Xxy =5y+Xxy =5x=5y = x=y
5+X 5+y
Donc: VXeR;VyeR —=——=x=y
5+X 54y
. : x . X y
Al t t déduit - VXeRVWYeR - x#zy=>—#—"—
ors par contraposition on déduit que y y 5:x 5ty

; ; X
Ceci signifie : Py VxeR";VyeR :Xiyz—iiestvraie
5+X 5+y

P,:IxeRIyeR" : x=y et BRI
5+X 5+y

4) P, 1 (¥neN);n2+3n+2023 est un entier impair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de n , il est parfois utile
de faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre n.

On peut, par exemple, séparer les cas ou n est un entier pair des cas ou n est impair

Premier cas : sill est pair : alorsn? est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Alors :3n est pair (comme produit d’'un nombre pair et un nombre impair)

Donc : n2+3n est pair (comme somme de nombres pairs)

D’autre part : 2023 est impair

Donc : n2+3n+ 2023 est impair (comme somme d’'un nombre pair et un nombre impair)

2 iem cas : siN est impair : alorsn? est aussi impair (comme produit de nombres impairs)

Alors :3n est impair (comme produit de nombres impairs)

Donc : n2+3n est pair (comme somme de nombres impairs)

D’autre part : 2023 est impair

Donc : n2+3n+2023 est impair (comme somme d’un nombre pair et un nombre impair)

Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :

P, « (VneN);n?+3n+2023 est un entier impair » est vraie
P,:(3neN) /n2+3n+2023 est un entier pair
5) Montrons que : B I vx e R;vy e R (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)=Xx=Y est vraie ?
Soilentxe Ret yeR ;
ona: (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)= Xy —3x+3y -6 =xy +3x -3y -6
= —6X=-6y=X=YVY
Donc : (x+2)(y -2)=(x -2)(y +2)=>x =y
La proposition P : est vraie
P :axeR;3yeRr (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)et x=y

6) Montrons P : «VnelN; n°-n est divisible par 3 » est vraie ?
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Utilisons un Raisonnement par récurrence :

Montronsque : vneN ;3dk e N/n®—n =3k

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 0°> —0 = 0 est un multiple de3

Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : Soit ne N

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e N/n® —n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/(n+1)’ —(n+1) =3k’ ??

(n+1)’—(n+1)= n°+3n° +3n+1-n—-1=(n°—n)+3n +3n =3k +3(n’ +n)=3(k+n’+n) =3
Avec k'=k+n’+neN

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence ona: Py: «VneN; n’-n est divisible par 3 » est vraie

P,: «3neN;n’-n nest pas divisible par 3 »

Exercice2: (2ptS) 1) Soitf: R — IR une application.

Traduire les propositions suivantes a l'aide de quantificateurs puis nier les propositions :
a) L’application f est injective

b) L’application f est surjective

c) L’application f est bijective

2) Soit f L’application de : R — R tel que : (VxeR): f (x)=x2+6x-7

On considére la proposition suivante : Q :(v(x; y)e]RZ):X;t y="f(x)=f(y)
a) Ecrire la négation de Q

b) Calculer : (1) et f(-7)

¢) En déduire la valeur de vérité de la proposition Q

d) Ecrire la contraposé de Q et donner sa valeur de vérité
e) Que peut-on dire de 'application f

Solution :1) a) L’application f est injective

P:(Vx eR);(Vx, eR) I x =X, = f(x)# f(x,)

Ou encore P:(Vx eR);(Vx, eR)/ f(x)=f(X)=X =X,

P:(3x eR);(3,eR)/x %X et f(x)="1(x)

b) L’application f est surjective signifie que : tout réel posséde un antécédent par f :
P:(VyeR);(IeR)/ f(x)=y;

EZ(HyeR);(VXeR)/ f(x)zy

c) L’application f est bijective

P:(vyeR);(3xeR)/ f(x)=y;

P:(3yeR);(VxeR)/ f(x)2Y ou (I eR);(I, eR)/x X, et f(x)="F(x)

2) Remarque : "non(U = V)" est "U et non(V )"

a)Q :(H(X;y)eRZ):x;ty et f(x)="f(y)

b) f(l):12+6><1—7:7—7:0 et f(—7)=(—7)2+6><(—7)—7:49—42—7:O
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c)ona:f(l)=0et f(-7)=0
Donc :(3(L-7)eR?):1#-7 et f(1)=f(-7)

Donc : P lest vraie
Par suite : P est une proposition fausse
d) la contraposé de Pest: :(V(xy)eR®):f(x)=f(y)=x=y

Puisque : P est une proposition fausse alors la contraposé de P est aussi fausse
e) L’application f n’est pas injective

Exercice3 : 3pts(1,5pts+1,5pts )

Soient A ; B et C des parties d’'un ensemble non vide E
Monter que par contraposition les assertions suivantes :
1) AnB=AuB=A=B
2)AnB=ANC et AuB=AUC=B=C
Solution : 1) Montrons que : AxB=AnB=AUB
On suppose que : A=B
Alors: 3xe A—B ou Ixe B—A
1¢cas: Ixe A-B
XeA-B=xeAet x¢B

= XeAuB et x¢g AnB

= AuB=#ANB
2¢cas: IxeB-A
XxeB-A=XxeBetxgA

= XeAuB et x¢g AnB

= AuB=#ANB
Donc: AxB=AnB=AUB
Par contraposition on déduit que :
AnB=AuB=A=B
2) Montrons que :B=C = AnB# AnC ou AuB=AUC
On suppose que : B=C
Alors: 3xeB-C ou I3xeC-B
1¢cas: 3xeB-C=xeB et x¢C
Si xeAalors: xe AnB et xg ANC

= AnB#ANC
Si xg Aalors: xe AUB et xg AUC
= AuB=#AUC

Donc: BC= AnB=xAnC ou AuB=AuLC
Par contraposition on déduit que :
ANB=ANnC et AuB=AuUC=B=C

f:R>R
Exerciced : 3pts(1,5pts+1,5pts ) Soit Iapplication : ~

X X' —2x2
1)a) Déterminer f~({0})

b) f est-elle injective ?

2)a) Déterminer f(R)

b) f est-elle surjective ?

Solution :1) a) Soit xeR : xe f*({0}) f(x)=0& x* —2x2=0
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©x?(x*-2)=0<x=0 ou x*-2=0<x=0 ou x=—y2 ou x:\/ic,xe{_\/z;o;\/z}

Donc : f’l({O})z{—ﬁ;O;ﬁ}
b) f n’est pas injective car :
Ona: f(0)= f(ﬁ):o mais 0= /2
vxeR" Ona: f(x)<3
Donc par exemple I'équation : f (X):4n’admet pas de solution dans R* donc : f est non surjective
f7(B)={xeR/f(x)eB}={xeR/-1<f(x)<4} ={xeR/-1<x2<4}={xeR/0<x<4}
={xeR/-2<x<2}=[-22]
Donc : f*(B)=[-2;2]
Exercice5 : 3pts(1pts+1pts+1pts)
f :]2;+o0[ — ]5;+o0[
Soit I'application : 5x
X ——
X—2
1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective
3) En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. f
. 5X

Solution : 1) f (x)=——

) F()=5=5
Soient X, €]2;+o0[ et X, & |2;+00]

5, _ 5% X% _ %

_ € —2)= —2
F(5)=1(0)= 25 = 2 = = 2 = (6 -2) =% (% -2)

= XX —2X = XX, —2X, = —2X, = —=2X, =2 X =X,

Ceci signifie que I'application f est injective.

2)Soient Y € |5;+o0

Résolvons dans ]2;+o0[ 'équation : f(x) = y

Soit : X € ]2;+0]

f(x)= yc%: y & 5x=y(x-2) car Xe]2;+00[ donc x—2#0

& b5x=xy=-2y <x(5-y)=-2y

y€]5;+00[ Donc 5-y#0 @x:ﬁzﬂ

5-y y-5

2
Vérifions que : X= y5 € ]2;+oo[???

2y o 2y-2y+10 10
y-5 y-5 y—-5

-0 Car Y € ]5;+o0]

Donc: x= 2y ]2+
y-5
Donc Vy e [5;+00[ 3x e [2;+o0[ / f(X) =y
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Ceci signifie que I'application f est surjective.

3) On a d’apreés les questions précédentes que I'application f est injective et surjective, ceci signifie

d’apres un théoréme que I'application f est bijective.
_ 2y
= = f 1 = —
F(x)=y o) () y-5  Donc: Vxel5+o] ; f‘l(x):ﬂ
X € |2;+0] _ X-5
ye]5,+oo[
f =1 ]5;+00] = [2;+9

B 2X
X fH(X)=——
X—95
PROF: ATMANI NAJIB
C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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