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Correction : Devoir librel de préparation pour le devoir surveillé n°1
sur les lecons suivantes :

v Lalogique
v ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Montrer que :

1)V(X;y)ER2 , (x;t% ety;t\/z

2)Vx e R": /4 +2x2 ;»:2+7

(e

1 1 1
Solution : 1)Soit(x;y) e R* : Montrons que : (x 2 =x—p++/ :—j:(x:—ou :—j
)Soit(x;) A A V.Y I G A

xyﬁ—x—y+\/—=%:>\E(xyﬁ—x—y+x/5)=%«/5:>2xy2—\/§x—«/5y+2:1

=>2xy—\/§y—\/§x+1:0 :2y(x—%}—ﬁ(x—%}

0

3(x—%}(2y—\/§)=0:x—%200u 2y—\/§=0 :>x:g:00“ y:g

Par contraposition on a donc : V(x;y)e R’ : ( ety # j (xy\/f xX— y+«/§¢—j
() A 7

2)Par I'absurde, supposons que : Ix e R":\/4 + 2x> =2 + ?

4 4

2
J4+2x :2+%<:>2x2+4:4+2x2+%<:>%:0<:>x4:0<:>x=0!
C’est une contradiction car on sait que : x e R”

2
Ceci signifie 1 Vx e R*: /24 + 2x2 = 2+%

Exercice2 : 1) Montrer que : V (x; y) € ([0; +o0[ s x+y>2\/7

1
2) Déduire que : VxeR’ ; x+;22

3) Déduire que :V(a;b) € (Ri)z ;

a*+1 b*+1
+
b a
Solution :1) Nous raisonnons par équivalence

Soit : (x; 1) e ([0; +oc[)* :On a: x+y22\/5@(&)2—2&ﬁ+(\5)220
@(«/;—\/;)220
Et puisqueon a: (\/;—\/;)2 ; v(x;y)e([O;Jroo[)2 (vraie)

>4
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Alors : V(x;y)e([0;+oo[)2 ; x+y22\/3
2)Soit xeR’ ;ona: V(x;y)e([0;+oo[)2 ; x+y22\/5

1
Par exemple on prend : x et — et on applique la proposition :
x

1
X+—2>2 XX—:>x+lZ2\/I:>x+lZ2

X X X X
Donc: VxeR’ ; L
X
3) Déduisons que :v(a;b)e(Rj)2 L eHl B,
b a
Soit (ar;b)e(R’:)2 ‘ona: V(x;y)e([0;+oo[)2 ; x+y22\/5
On donc : d’aprés 1) sion prend : x = @+l o y= btl
2 2 2 2
On aura - a +1+b +122 a +1><b +1
b a b a
2 2 2 2
Donc - & +1_|_b +122 a +1><b +1
a a b
a*+1 1 b2 +1

>2

On donc : d’aprés 2) a+122<:> >2 et aussi b+522<:>
a

a

41 b NG @41 b+1
Donc : “b+1+b o[ +1xbb+1 > 222 Clest-andire : — —+——24
a a a

2 2 2
Par suite :v(a;b)E(Ri) @l Dl
b a
Exercice3 : Utiliser le raisonnement par disjonction de cas et montrer que :

1) Si 1 est non divisible par 3 alors n’ —1 estdivisible par 3
2) Déduire que : V(a;b) e N* ; ab(a®> —b> ) est divisible par 3
Solution :1) Soit neN avec 7 non divisible par 3

Il'y’a deux fagons d’écrire ': n=3k+1 ou n=3k+2 avec: keN
Pour cela on va utiliser un raisonnement par disjonction des cas :

lére cas:si n=3k+1: n’—1=(3k+1) —1=9k>+6k+1-1=9k> +6k =3(3k” +2k)=3k" avec:
k'=3k>+2keN

Donc: n”° —1 estun multiple de 3 dans ce cas

2érecas :si n=3k+2

n’ —1=(3k+2) —1=9k +12k +4—1=9k” +12k +3=3(3k” + 4k +1) = 3k’

Avec: k'=3k*+4k+1eN

Donc : Le nombre : 7> —1 est un multiple de 3 dans ce cas aussi.

Par conséquent : selon le raisonnement par disjonction des cas le nombre n” —1 estun multiple de
3 pour tout neN tel que 7 est non divisible par 3

2) Soit (a;b) eN? : ab(a’=b" ) =ab(a’ ~1+1-b* ) =ab((a’ ~1)-(b* 1))

1ére cas : si.. est divisible par 3 ou b est divisible par 3
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Alors : ab est divisible par 3 et par suite : ab(a2 - b’ )est divisible par 3
2ére cas : a n’est pas divisible par 3 ou b n’est pas divisible par 3
Daprés 1): @’ —1 est divisible par 3 et b —1 est divisible par 3
(3k eN); (k' eN) tels que : a’ —1=3k et b> —1=3k’
ab((a” ~1)=(b*~1) )= ab(3k—3k") =3ab(k—k')=3k" Avec: k' =ab(k-k')eN
Donc : Le nombre : ab(a® —b* ) est divisible par 3 dans ce cas aussi.

Par conséquent : selon le raisonnement par disjonction des cas : V(a;0) e N” ; ab(a2 —b? )est
divisible par 3

Exercice4 :1) Montrer que : V72 € IN : 3°" +4°""> + 5°"" est un multiple de 11
k=n

2)Montrer que :Vne N* ; S, = > (=1) " k* =12 =22 +3* +..+n’ = @(—1)"”.
k=1

Solution :1) 1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons :
370 44702 1570 —1416+5=22=2x11

Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité . Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: Ik eN/3" +477 + 5" =11k donc: Ik e N /3" =11k — 4" -5
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ € IN /3> 4 403+ 4 55234 11k’ 99

35n+5 +45n+5+2 + 55n+5+1 — 35n < 35 + 45n+2 ><45 +55n+1 > 55

= (1 Tk =47 =5 )x 3 4477 x4+ 577 x50 =11k x 3" =47 x 37 =571 x 3 + 477 x4 4 57" x5
=11kx3 +(4° =347 + (5 =3°) 57" =11k x 3° + (1024 - 243) 4" + (3125 -243) 5"
=11k %3 +781x 4" +2882x5”"" =11kx3° + 7T1x11x 42 4262 x11x5>""!
:11(k><35 +71x 47 +262><55”+1):11k’avec k'=kx3>+71x4"? +262x5"" e N

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : W7z & IN : 3" + 4 + 5" est un multiple de 11
o " n(n+1) n+ly,
2) Notons P(n) la proposition : "S, = T(_l)

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :

=\ A - 1(1+1 "
S, = Z(_l)k K= (_1)1 =1 et %(—1)1 1 =1><(—1)2 =1 c'est-a-dire : P(1) est vraie.
k=1

L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :
= k-1 n (n + 1) n+l
5, =2 ()R = ()

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

k=n+1
Montrons alors que : S,,, = > (1)K = (”+1)2(”+2)
k=1

Remarque : (—1)"" =(=1)"x(=1)" =(-1)"x1=(-1)" et

2 (n+1)(n+2)

(i - a2
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k=n+1 k=n
Ona: S, =2 (1) k=2 (-1)" K +(=1)" (n+1)" =8, +(-1)" (n+1)’
k=1 k=1
n(n +1) el
et on a d’aprés 'hypothése de récurrence: S, = T(—l)

RIS SR RE R
-1

Car: (1) = (1) x(-1) =—(1)
Donc : S, :%("H)(—l)n(—n+2(n+1)):%(—1)”(n+1)(n+2)=—(n+1)(n+2)

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.

Donc: S, =

(=1

Conclusion : Par le principe de récurrenceona: neN" : § — M(_l)"“ .
n 2

Exercice5 : Soit neN considérons : P(n) =n> +4n+7

1)Montrer que : ‘v’neN:(n+2)2 <P(n)< (n+3)2

2)En déduire que VneN: W ¢ N

Solution : 1) P(n)=n’ +4n+7=n> +2xnx2+22+3=(n+2) +3>(n+2)
P(n)=n’*+4n+7<n*+6n+9 en effet : (n2+6n+9)—(n2+4n+7)=2n+2>0 :VneN

Donc : P(n)<n’+2xnx3+3 cest-a-dire : P(n)<(n+3)" etcomme: (n+2)> < P(n)
Alors : VneN:(n+2)" < P(n)<(n+3)

2) Déduisons que VneN: W% N

Ona:VneI\I:(;hLz)2 <P(n)<(n+3)2 donc : «/(n+2)2 <JP(n) <4 n+3)2
Donc: VneN ;|n+2| < /P(n) <|n+3|
Donc: VneN ;n+2<,/P(n) <n+3carn+leNetn+2eN

C'est-a-dire : VneN : /P (n) est strictement compris entre deux entiers consécutifs :
n+2 et n+3

Par suite : VneN: /P(n) ¢ N

n
n+2

Solution : Par 'absurde, supposons que : 3n € N” tel que : " ik > eQ
n+

Q

Exercice6: Montrer par I'absurde que : Vn e N™:

C’est-a-dire : In e N*et IreQ’, tel que: ,/Lz =r
n+

> a
reQ” :H(a;b)e(N*) tel que : V=Z avec anb=1
" :ﬁ<:> " :a—2:>nb2:az(n+2):>nbz=az(n+2):a(n_'_z)z2
n+2 b n+2 b? nb a
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. k
:EIkeN*/a(n+2)=kb et nb=ka =>JkeN /%Zm et %

a

b

.k n

= 3JdkeN /j:% =3JkeN" /n(n+2)=k2:>EIkeN* /n® +2n=k?
n

=3keN /0’ << +21+1 =3k eN' /n* <k < (n+1) =3k eN' /n<k<n+l

C’est une contradiction car on ne peut pas avoir un entier strictement compris entre deux entiers
consécutifs: 2 ez nn + 1

n

Ceci signifie : Vn e N”: g Q
n+2
Exercice7 : 1) Ecrire en extension les ensembles suivants :
a) D={neZ/n/6} b) A={neZ/n+12n?
17
C)B= {xe@/(x2 —3)(x2 —3x+2)=0} d)CZ{HEZ/ ] EZ}

2) Répondre par Vraie ou faux :

b

1 "
a) {—l-l} c D :I'ensemble des nombres décimaux b) {\/E;g;o} cR

2n
—-1;0; 7| ——€el
C){ l,O,l}c{ne |n|+1€ }

Solution : 1) a)6=1x2x3 : Dy ={-11,2;-2;3;-3;,—6;6}
Soit neZ: neDen/6 & ne{-1;1;2,-2;3,-3-6;6} Donc: D={-11;2;-2;3;-3;-6;6}
b) A:{neZ/n+12n2}

Soit neZ : nedeon+lzrrPeonr—-nle0<n?—n<l
neAc>n2—n:0<:>n(n—1):0<3n—1:0 oun=0

neA@nzlounzO@ne{O;l}

Donc: A={0;1}

c)B:{xe@/(x2—3)(x2—3x+2)=0}

Soit x€Q : xeB<(x*=3)(x*—3x+2)=0

xeBex -3=0 ou x’~3x+2=0

xeBox =3 ou x2—2x—(x—2):0

xeBox=—3 ou x=+3 ou (x=2)(x-1)=0 Or —\/§¢@ et\/gﬁ(@
xeBs x—2=0o0ux+2=0 & x=2 ou x=—2<:>xe{—2;2}
Donc: B={-2;2 }

17

n?+1

eZen*+1/17eZ < n*+1e{l;17} Car: n2+1>0

17
d)Cz{neZ/ eZ}ISOitneZ: neCs

n’+1
neCsn?*+l1=1ou n*+1=17 <n>*=0 ou n*=16 <n=0o0u n=—4 ou n=4
Donc: C={-4;0;4 }
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2) a) Il faut montrer que : —% e Det % eD

o 1o 2_ 2 gl 55
5 10 10 2 10 10

) I 1
Par suite : {——;—=¢ < D donc : vraie
5°2
1 . 1 .
b) \/E;g;o cR " ?? Ona: 2 eRr” etgeR* mais: 0 ¢ R*
1 .
Par suite : {ﬁ;g;o}iR donc : faux

c) {—I;O;l} {HEZ/—EZ}'? On pose : 4= {neZ/—EZ}
[ +1 Jnf+1
ona: —1czZet X0 _2_ | 7 donc: —led
-1]+1 2
2x0 0

=—=0eZ donc: 0e 4
||+ 1
2x1 2
Etona:leZet — |1| = —leZ donc:le 4

Donc: Vne{-1;0;1} =>ne 4

EtOna: 0eZet

Donc : {-1;0;1} = {neZ/ GZ} vraie

[ +1
Exercice8 : Soient 4 ; B ; C trois parties d'un ensemble E ={1;2;3;4;5} telles que :
AUB={2;3;4,5} et AnB={24}et ANC={2;3} et AUC={1;2;3;4]

1) Déterminer: 4 ; B ; C

2) Déterminer : AAB et BAC et CAA Et vérifier que : (AAB)AC = AA(BAC)

Solution : 1) 4={2;3;4} ; B={2;4;5}; C={1;2;3}
2) AAB= =(4UB)\ (4N B)
AAB = {3;5} et BAC ={1;3;4;5|

»

CAA={1;4} ; (AAB)AC ={3;5} A{1;2;3} ={1;2;5}
AA(BAC) ={2;3;4} A{1;3;4;5} = {1;2;5}
Donc : (AAB)AC = AA(BAC)
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Exercice9 : Donner Le complémentaire des ensembles suivants :

1) L’ensemble Q 2) L'intervalle [a;b] a<b

Solution : 1) Le complémentaire de @ est 'ensemble des irrationnels et se note R-Q
2) [a;_b[:{xeR/x%[a;b[}:{xe]R/xzboux<a}

[a:0] = o0z a] L[ bs-+oc]

Exercice10 : £={1;2;3;4} ;

1) Soit f I'application de 'ensemble E ={1;2;3;4} dans I'ensemble F ={a;b;c;d} définie par :
S(W)=c; f(2)=a;f(3)=b ;f(4)=b

a) Déterminer f(A4) lorsque : A={2} ; 4={2;3;4}

b) Déterminer /™' (B) lorsque : B={b} ; B={a;b} ;B={d}

2) Soit f I'application de R dans R définie par : f'(x) = x>

a) Déterminer f(4)lorsque : 4={-1;1}

b) Déterminer /' (B)lorsque : B={2} ; B={1;3}

Solution : a) Déterminons f(4) : f(4)={f(x)/xe 4}

f(4)=1({2})={a}

f(4)=f
b) /™(B)={xeE/ f(x)eB}
£(B) =1 ({p}) = {34}
£(B) =1 ({ash}) = {2:3:4)
1(8)= 1 ({d}) =2
2) f(x):x2
) £(4)= 1 ({-:1)={1} car f(-1)=F(1)=1
b) /™(B)={xeR/f(x)eB
xeffl({Z})<:>f(x)=2<:>x2:2c>x=— 2 ou x=2
(2= {2:42)

{

xeffl( 1;3})<:>f(x)e{1;3}<:>x2=2<:>x=— 2 ou x=2

=3 x=—3 ou x=-3
=l x=—lou x=1

7! (f“ ({1;3})) = {—«/5;—1;1;«/5}
fR->R

Exercice11 : Soit 'application : ; Déterminer la restriction de f sur lintervalle |—oo;1]
x> NxX2-2x+1

Solution : 1 (x)=vx2—2x+1=/(x-1)2 =|x ]|
Si xe]-oo;l] alors : f(x)=—(x-1)=—x+1
g: 1] >R

Donc : la restriction de f sur l'intervalle ]—00;1] est I'application
X —x+1
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fZ >R g:Z—->R

Exercice12 : Soit les 2 applications : . et (r
ni—(-1) n > sin E+n7z
Est-ceque f=g ?

Solution : Deux applications f et g ont le méme ensemble de départ 7Z et le méme ensemble
d’'arrivée R etona: g(n):sin£%+n7rj:cos(mz):(—l)” = f(n)

Donc: f=g¢
Exercice13 : Soient 4 ; B ; C des parties d'un Ensemble E
1) Que pensez-vous de l'implication: AUB £ C = (A £ Cou B £ C) ? Justifiez
(On pourra utiliser la contraposée).
2) On suppose que I'on a les inclusions suivantes: AUBcAUCetANBc ANC.
Montrer que B c C.
Solution : 1) La contraposée de cette implication est :
(AcCetBc (C)= AUB c C Cette implication est vraie.
Donc:AUBZ C= (A% CouB £ () est aussi vraie
2) Prenons x € B. Alors x € A U B, alors x € A U C d’apres I'hypothese.
Si x € C c’est fini.
Six€e A\ Calors x € AN B (puisque I'on a pris x € B), d’aprés I'’hypothése x € A N C ce qui
entraine que x € C. On a bien montré que B c C.
Exercice14 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble £ .
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que : 4UB=BNC
Solution : =) Analyse :
Si AUB=BnNC
On saitque : Ac AUB donc: AcBNCcB
On saitque : Bc AUB donc: BcBNCcC
Donc: AcBcC
Donc : on a prouvé l'inclusion : AUB=BNC=AcBcC(l)
<=) Synthése :
Si AcBcC alors: AUB=B et BnC=B
C’est-a-dire : AUB=BnC
Donc : on a prouvé linclusion : Ac BcC=4uB=BnC (2)
D’aprés (1) et (2)on en déduit que :
AcBcCe AUB=BnC
Conclusion : une condition nécessaire et suffisante pour que : AUB=BNC estque: AcBcC
Exercice15 :1) Soient ne N-{0;1} et meN—-{0;1}
1 1 1 1

Montrer que : - —<—-—<—.
2 nom 2

f:ZxN-{0;1} > Q
2) 'application définie par :

1
(n,m)Hn—%;

a) Montrer que f est injective ? b) f est-elle surjective ?
Solution : 1) Soient ne N—{0;1} et me N—{0;1}
1

Ona:n>2 et m>2Donc: 0<lsl et0<—sl
n 2 m 2
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Donc: o<t<l (1) et _L<_l.o (2
n 2 2 m

t@): -1 1

(e 2 nom 2
2) a) Soit : (n;m); (n';m') € ZxN-{0;1}

Tel que : f(mm)=f(n';m'):

Montrons que : (n;m)=(n";m") 27

En additionnant

f(n;m)=f(n';m)<:>n+l—n +i<:>n n —i_l
m m' m  m

D’apres la premiére question cela montre que : _%<i_l<l

m m 2

1
Autrement dit : —ESH-H'SE: avec n-n'eZ

Donc: n—n'=0 c’est-a-dire : n=n'

A |
Puis en reportant dans :7—1n =— —— Cela montre que L_l:o
m m m m
1 1

Donc : — =— c'est-a-dire : m=m'
m m

Finalement : (n;m)=(n";m’)

Ce qui montre que f est injective.

b) Regardons si 1 € Q admet un antécédent,

On suppose qu'il existe, On 'appelle : (n;m) e ZxN—-{0;1}

n+i=1 Ce qui équivaut a : l:l—n
m m

Mais 1 ¢ 7et 1-neZ, ce qui est impossible. Par conséquent f n’est pas surjective
m

Exercice16 : Fonctions caractéristiques
l1,:FE— {0;1}

Soit A une partie d’'un ensemble E. On lui associe I'application suivante : 1 si xeAd
S {0 si xeg A

1) Montrer que pour toutes parties AetBde E,ona:

a) Iy 4=Iy—I;siASB. b) Lynp =1,%1y

c) I, ,=1,+1,, siAetB sontdisjointes. )L, =1, +1;,—1, ,

2) On note F(E, {0, 1}) 'ensemble des applications de E dans {0, 1}.

f:P(E)—F(E, {0, 1})

Montrer que I'application :
A1,

est une bijection.

3) Soit C € P(E).

Montrer que AAB = AAC si, et seulement si B = C. (En ne faisant que des calculs de fonctions
caractéristiques.)

Solution :1) (a), (b), (c) Les trois réponses étant similaires, on traite intégralement la premiére, et
laissons les autres au lecteur ou a la lectrice. Soient donc A et B deux parties de E telles que A € B.
On souhaite montrer que pour tout x € E,
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I, ,(x)=1,(x)—1,(x)Soitx €E.

ercas:x €B\A.Onaalors /, ,(x)=1.

Comme x € B,ona /,(x)=1etcommex €A, I,(x)=0.
Ainsi, on abien: I, (x)—1,(x)=1-0=1=1, ,(x)

2nd cas : x €B\A. Onaalors que 1, ,(x)=0.

De plus, il y a alors deux possibilités :
ou bien x & B, ou bien x € A.

Six B, alors /,(x)=0etx &AcarAcB,

Donc : aussi 7, (x)=0.

Ainsi : IB(x)—IA (x)zO—OzOzIH (x)

Six € A, alors aussi x € B car A € B.

On aura donc 1, (x)—1,(x)=1-1=0=1, ,(x)Conclusion : dans tous les cas, on a bien montré
que pour toutx € E, 1, , (x)=1,(x)—1,(x)

Cestadire: I, ,=1,—1,

d) On utilise les questions précédentes et le fait que I'on peut décomposer AUB en trois parties
disjointes :

AuB=(A\ANB)U(B\ANB)UANB.

2) On doit montrer que f est injective et surjective. Commengons par l'injectivité.

On doit montrer que pour toutes parties 4 € P(E) et A'€ P(E)tellesque /,=/,ona A= A4".
Soientdonc 4 € P(E) et A'€ P(E) telles que 1, =1, Procédons par double inclusion.
Soita€ A.Onaalors /,(a)=1.0r1,(a)=1,(a)=1

Donc :a € A’ par définition de £ ;.

Ainsi, Ac A4'. Par symétrie, on a aussi que A - 4. Conclusion : on a montré que pour toutes
parties : 4 € P(E)et A'e P(E) tellesque : I, =1,0ona A= A’ cest-a-dire : f est injective.

Montrons que f est surjective.
Soit g € F(E, {0, 1}). Posons A = {x € E | g(x) = 1} € P(E).

Montrons que : g = [, = f(A).
Soitx € E. Six € 4, alors : I,(x)=1=g(x)par définition de 4 etde /.
Six & A4, alors I,(x)=g(x)) par définition de 4 etde /.

Conclusion : On a montré que pour tout g € F(E, {0, 1}), il existe A € P(E) telle que g= f( 4 )c’est-a-
dire : f est surjective.
3) Soit C € P(E). Montrons que AAB = AAC si, et seulement si : B = C.

AAB = AAC équivauta : 1, =1 ¢
f:P(E)—>F(E, {0, 1})
: A1,

AAB = AAC équivauta : 1, =1 ¢
De plus, par la question 1), on a:

Car est injective
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l,,=1

AAB (AuB)—(A4NB) =

Looy—1 x1y=1,+1,-21,xI,=17+1"-2I,6xI,
Cette égalité vient du fait que [, et I, sont a valeurs dans {0, 1} etque 02=0et1'=1.

2
Donc: ]AAB :(]A —]B)
Ainsi, AAB = AAC équivaut a: (1,—-1,) =(1,-1.)’

Attention : ceci n’est équivalenta [, —1, =1, —1.que si les deux cotés de cette derniére égalité

sont de méme signe.
En fait, c’est toujours le cas.

En effet, six € A, alors /,(x)=1et I,(x)—1,(x)>0car I,(x)€ {0, 1},idemona:

]A(x)—lc(x)ZO

Six & A, alors 1,(x)=0et I,(x)—1,(x)<O0car I,(x)€ {0, 1} etencore I,(x)—1.(x)<0.
B

On a donc biendans tous lescas : {,—1,=1,—1. Ce qui équivauta: 1, =1

et comme f est injective, ceci équivauta : B = C.

Exercice17 : Soient E et F deux ensembles.

1) Montrons que : P(E)UP (F) < P (E U F).

2) Montronsque : P (ENF)=P (E) N P (F).

Solution : 1) Montrons que

Pour montrer qu’une union est incluse dans un ensemble, il suffit de montrer que chaque terme de
l'union est inclus dans 'ensemble. Montrons que P (E) € P (EUF).

Soit A € P (E), montrons que A € P (EUF).

Pourtouta e A,onaqueacE,etdoncaeEUF,

Donc: Ac EUF; cest-a-dire: A € P (EUF).

Ceci étant vrai pour tout élément A de P(E)

On a bien P (E) € P (EUF).

Montrons que P (F) € P (EUF).

Comme E et F jouent des réles symétriques et que P (E) € P (E U F)

On a également ? (F) < P (EU F).

Conclusion : Onamontré que P (E)c P (EU F)

etP(F)cP(EUF),donc? (E)u P (F) <P (EuUF). Montrons qu’en général, on n’a pas :
PEUF)SP(E)UP(F).

Pour cela, il faut que I'on exhibe un contre-exemple a cette proposition. Prenons E = {0} et F = {1}.
Onaalors EUF ={0, 1} etdonc : P (E) = {@, {0}},

P (F)={@, {1}}, 7 (E) u P (F) = {2, {0}, {1}},

P (E U F)={0, {0}, {1}, {0, 1}}, ce qui montre bien que dans cet exemple P (E) U P (F) -P (E U F).
2) Montrons que P (EN F) =2 (E) N P (F).

Pour A un ensemble,onaque ACENF

Equivaut A € E et A C F, par définition de I'intersection. Autrement dit, on a équivalence entre
AeP(ENF)etAe?P (E) NP (F), dou le résultat.

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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