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Correction : Devoir librel de préparation pour le devoir surveillé n°1
sur les lecons suivantes :

v Lalogique
v" ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Donner la négation des propositions suivantes et dire pour chacune d’elles si elle est
vraie ou fausse.

P:(VxeR);m—|x|>0 (Vye]R )(VxeR);y>—x
R:(EIaeIR*)(VxeR);xz—ax+a2=0 Vxe]R (x —|x|+120) et |—1£x£1|
T: (Vxe[l;+oo[):x2+x—220 (Vxe]R) (x20) ou (x<0)
Solution :1) P:(VxeR);m—MZO : :(erR);M—MSO

Soit: xeR

Ona: x*+1>=x donc: x2+1>=+/x*

Donc : Vx2+1 x|

Donc : Vx?+1—[x|>0

Donc : (VxeR);m—MZO par suite : P:est vraie
Q:(VyeIR+)(VxeR);y>x ; @:(EIye]N)(EIxeR);ny
é:(Elye]R*)(ElxeR);ny est vraie : (Elye]R*)(ElxeR);lS2
Par suite : Q:est fausse

R:(EIaeIR*)(VxeR);xz—ax+a2=O

Montrons que : R: (‘v’aeR*)(EIxeR);xz—ax+a2¢O est vraie
Soit: aeR*: x> —ax+a?: A=a>*—4a?>=-3a2<0
Donc: x> —ax+a2#0

Donc : R: est vraie par suite : R:est fausse
S:(VxeR):(x2—|x|+120) et |-1<x<1| est fausse car (VxeR):|-1<x<I| est fausse
T: (Vxe[1;+oo[):x2+x—220

Soit : xe[l;+oo[

Donc: x>1alors: x*>1 et x>1
x2+x2>2 c'est-a-dire : x2+x-22>0

Donc : T: (Vxe[l;+e]):x2+x-220 est vraie
Alors : T: (Txe[l+o]):x2+x-2<0 est fausse
U:(VxeR):(xZO) ou (xSO) est vraie
U:(3xeR):(x=<0) et (x>~0) est fausse
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Exercice2 : 1) Montrer que : vxeR;VyeR x2+)?=x+y+2<x=y=1

2)Montrerque:v(x;y)e(R*)2 s xzy et |x|<l et |y—2|<l 1 2
4 4 5 y—x

3)Montrer que : V(a;b)E(]l;-l-OO[)z a#zb = a*-2a#b>-2b

4)Montrer que : VxeR ; 4cosx #x” —4x+12

5) Montrer que : VneN ;4" +6n-1 est divisible par 9

6) Montrerque : VxeR: x° —x+1>0 .

Solution :1) Montrons I'équivalence en raisonnant par double implication : Soit(x;y)eR2
&) Supposons : x=y=1et Montrons que : x2+ 2 =x+y+2

Ona: 12412=2 er 1+1=2DoNC: x2+)y2=x+y+2

=)Supposons : x2+32=x+y+2 etMontronsque: x=y=1

Ona: (x—l)2+(y—l)2 =x2=2x+1+y2 =2y +1=x24)*=2(x+y)+2=2-2x2+2=0
Donc : (x—l)2 +(y—1)2 =0

Donc: x—1=0 et y—1=0

Donc: x=1 e y=I

Dou: VxeR;VyeR : X*+)y?’=x+y+2x=y=1

2) Supposons : x = y et |x|<%et |y—2|<%

|x|<l Signifie que : Lov<d donce: —l<—x<l(1)
4 4 4 4 4

Et nous avons : |y—2|<% Signifie —i<y—2<i

Signifie que : —i+2<y—2+2<%+2 c’est-a-dire : %<y<% (2)
En sommant (1)et (2)nous déduisons : g<y—x<¥ cad %<y—x<%
2
Cette inégalité est équivalente a : —<—< : (3)
y-X

De (2) nous déduisons : %<2y<% (4)

7 2
(3) et (4) Donnent par multiplication : g<—y<3
y-x

3)Soit(a;b)e(]l;+oo[)2 : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : a*>*—2a=b*-2b=a=>b

a>—2a=b>-2b=a>-b>*+2b—2a=0 =(a—b)(a+b)-2(a—b)=0=(a—b)(a+b—2)=0
=a-b=0oua+b-2=0
etcomme : ae|l;+oo] et be]l;+oo] alors: a1 et b1 etdonc: a+b>2 parsuite: a+b—2#0
Donc: a*-2a=b*-2b=a=b
Alors : Par contraposition : V(a;b)e(Jli+o)  a#b = a>~2a#b>—2b

4) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on peut
supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.
Par I'absurde, supposons qu’il existe Ax R ; 4cosx=x>—4x+12

Donc: AxeR ; cosx:ixz—x+3

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

IN



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: Tronc commun Sciences BIOF

2
Donc: AxeR ; cosx:(%xj —2x%xx1+12+2

2

2
Donc: Idx R ;cosx:[%x—lj +2 Or: vxelR (%x—lj >0

2
Donc: VxeR [lx—lj +2>2
2

Donc: dx IR cosx>2 : C’est une contradiction caron a: —1<cosx<1

Donc: VxeR ; 4cosx#x*—4x+12

5) Montrons que : 3k e N/4" +6n—1=9k

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 4° + 6x0—1=0 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit n e N

Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k eN/4" +6n—-1=9k donc 4" =9 —6n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k'e N/4"™" +6(n+1)—1=9k" 2?

4! +6(n+1)—1:4><4” +6n+6-1 :4><(9k—6n+1)+6n+6—1:36k+4—24n+6n+6—1
:36k+9—18n:9(4k+1—2n)=9k’ avec kK'=4k+1-2n
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence ona : VneN ; 4" +6n—1 est divisible par 9
6)On va Opérer par disjonction de cas i.e. déterminer un énoncé Q tel que :

Q = P et non(Q) = P soient vraies

SoitxeR : x° —x+1:x(x5 —1)+1

Nous distinguons 3 cas :

Premiercas: x>1 Alors:x’~1donc x° —1> 0

X =1-0 et x>1=x(x’-1)=0=x(x’ =1)+1 = 0+1 = x(x" ~1)+1>1>0

:>x(x5—l)+1>0 =x*—x+1>0

Deuxiéme cas : x<1 Alors:1-x>=0 et x° >0
Donc: x*—x+1>=0

Troisieme cas : x=1

xX—x+1=1°=-1+1=1>0

Finalement : VxeR:x*—x+1>0 .

Exercice3 : (Equations avec des racines carrées)

Résoudre dans R I'équation suivante : \/; =x-2

Solution : Remarque : La relation a=5b < a?=5b? n’est pas vraie si les deux nombres sont de
signes contraires.

a) L’équation est définie si x>0

L'équation est donc définie sur : D, = [0,+oo[

b) Je travaille par équivalence en m’assurant que les deux membres
Sont positifs avant d’élever au carré.

Jx=x-2 Signifie que : x =(x—2) et xe[2,+0
Signifie que : x=x>—-4x+4 Signifieque: x> —-5x+4=0

Le discriminantde : x> —5x+4=0 est: A:(—S)2 —4x1x4=25-16=9>0 et ses solutions sont :
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5-49 =2
X, = \/_=—=—1$DE etx2:5+J§:§:4eDE
2x1 2 2x1 2

x*—5x+4=03ignifieque : x=4e€ D,

Par conséquent : S ={4}

Exercice4 : 1) Résoudre dans R et discuter suivant le paramétre m € R I'équation suivante :

X’ =2(m+1)x+4=0 ; (E)

Solution : Soit xeR : x*=2(m+1)x+4=0

Le discriminant de : x* —2(m+1)x+4=0 est: A=[-2(m+1)] ~4xIx4=(2m+2) -16
A=(2m+2) —4* = (2m+2—-4)(2m+2+4)=(2m—2)(2m+6) = 4(m—1)(m+3)

On cherche le tableau de signe de I'expression : A=4(m—1)(m+3)

1 —0 -3 | +C
m—l1 - — 1ll +
ri5 — 0 + +

(m—1)m+3) + i:] — lr +

On va Opérer par disjonction de cas :
1ére cas : me|-0;-3[ U]+ ona; A=4(m—1)(m+3)>0:
Donc : 'Equation (E) admet deux solutions réelles distinctes x, et x, telles que :

x_2(m+1)— 4(m—1)(m+3)=(m+1)_ (m—l)(m+3) of x2=2(m+1)+4,4(m—1)(m+3) (m+1)+ (m—l)(m+3)

1 2 2

Donc : 8= {(m+1)=[m=1)(m+3);(m+ 1) [m=1) (m+3)}

2ére cas : me]-3;1[ ona A=4(m-1)(m+3)<0:

Donc : L’équation n’admet pas de solutions

Donc: §=O

3ére cas: m=1:ona A=4(1-1)(1+3)=0:

Donc : L’équation admet une solution unique (double): x:;—b: 2(;1J;1) =m+1=2
a X

Donc : §={2}

4ére cas: m=-3 1ona A=4(-3-1)(-3+3)=0:

Donc : L’équation admet une solution unique (double): x=;—b= 2(;%;1) =-3+1=-2
a X

Donc : §={-2}
5x+1
x+1

Exercice5:A:{xeR—{—l}/ <2} eth{xeR/|x|<1}
Montrons que : 4= B
Solution : a) On va écrire 'ensemble 4 en extension

5x+1<2®5x+1_2<0®3x—1

x+1 x+1 x+1

<0

Soit xeR—{-1} :xed <=

3x—1:0<:>3x:l<:>x:§
x+1=0=x=-1
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Tableau de signe :

@ —oc —1 % o
I
Sur—1 — — b4
a1 — [Il —+ —+
Gue—1
=1 Bl B s

xed&s 3x_1<0<:>}—1;1[
x+1 3

1
D s A= |-1;—
onc } 3[

b) Soit xeR :xe B |y <1 e -1<x<lexel-L]

Donc : A=]-L]]
Donc: A#B
Remarque : on peut sans écrire 'ensemble 4 en extension
1 7
Remarquer que : —€ B car|—|<1 Mais: —¢ 4 car: =<£—-_>2Donc: A4#B
2 2 1 3 3
—+1 -
2 2
. 2k
Exercice6 : Montrons que : 1k € Z/ PIs eZ={-1;0;1}
Solution : On pose : A:{ k ez}
2k
Soit keZ ; keds e’
|k +1
Eneffet: keZ < |k|€Z est vraie (dans N faux)
k 2|k 2|k|+2-2
kedo Mg W g 2HH22
|k|+1 || +1 || +1

2
22—l &
keds <20 |k|+1

keA<:>|k|:0 ou |k|:l
kedA=k=0 ou k=—1ou k=1
Doncona: ke A< ke{-1;0;1}

2k € Z} ={-1,0;1}

|k|+1
. . T _kr T _kr
Exercice7 : Soient les ensembles : 4= 2 +2? ke B= 5+2? kel

SN /©|k|+le (L2} & [k|+1=1 ou [k|+1=2

Donc : {keZ/

Monter que : ANB=Y
Solution : On suppose que : ANB =

k, k,
Donc: I, €R x €4 et X, € B < 3(k;k,)eZ2: xO:E+ZTﬂ ot x, = L1207
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Donc < 3(k;k,) e Z2: T L kr_m k7
2 5 4 5
1

Donc : %(k1 —k,)= B had k, —k, = —g contradiction avec la faite que «, -, <7 et —%ez Donc :
ANB=J

Exercice8 : Soient 4 ; B ; C des ensembles

Monterque : 4UB=4UC et ANB=ANC < B=C

Solution : On procéde par double implication :

e Montrons que : 4UB=4UC et ANB=ANC=B=C

On suppose que (AuB) = (AUC) et (AnB) = (ANC).

Soit xeB, donc : xe(AuB) et donc xeAUC < xeA ou xeC.

Si xeA alors xeAnB = AnC et donc xeC.

Sinon, xeC. Bilan : Si xeB alors xeC et donc B < C. <> Soit xeC, on xe(AUC) et donc xeAUB <
xeA ou xeB. Si xeA alors xeAnC = AnB et donc xeB.

Sinon, xeB. Bilan : Si xeC alors xeB et donc C < B.

On pourrait dire : on montre de méme que C c B, en échangeant les roles de B et de C
Conclusion: B=C

e La réciproque est évidente.

Exercice9 : Soient 4 ; B ; C des parties d'un Ensemble £ ; Monter que :

1)A=(AmBmC)U(AmEmC)u(AmEmE)u(AmBmE)
2)(AUB)N(BUC)N(CUA)=(4nB)u(BNC)u(CNA4)
3)ANB=ANC < ANB=ANC

Solution :1)(AmBr\C)u(AmBmE’)u(AmEr\E)u(AmEr\C)
=[(AmB)m(CuE)Ju[(AmE)m(CuZ‘)] "
=[(AmB)mE:|u[(AmE)mE] =(AmB)u(Am§) :Am(BUE):AmEzA
2)(4UB)N(BUC)N(Cud)=[BU(4NC)]|N(CUA)
=(BA(CuA)o((AnC)n(Cua)) =(BAC)I(BNA)I(4NC)
ANB=ANC=>ANnB=4ANnC

3) Montrons que : _ _
ANB=ANC=>ANB=ANC

ANB=ANC= ANB=AnC=AUB=AUC
:>ZUB=ZUC:>AM(ZUB)=AF\(ZUC)
:(AmZ)U(AmB)z(AmZ)u(AmC) = ANB=ANC
Inversement : ANB=ANC=ANB=ANC=ANB=ANC
D’apres I’im_plicatiog directe

Donc: ANB=ANnC< ANB=ANC

fRoR g:R->R
x> xt-2x2 ot x> 2x+1
1)a) Déterminer /' ({0}) et g ([23)

b) f est-elle injective ?

2)a) Déterminer f(R)

b) f est-elle surjective ?
Solution :1) a) Soit xeR

Exercice10 : Soit I'application :
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xef’l({O})Qf(x):OQx4—2x2=0

<I>x2(x2—2)=0<:>x=0 ou x*—2=0x=0 oux=—2 ou x:ﬁ@xe{_ﬁ;o;ﬁ}
Donc : f’l({O})z{—\/E;O;\/E}

Soit: xeR

xeg_]([2;3[)<:> g(x)e[23[ ©@2<g(x)<3 <2<2x+1<3

1
&1<2x<2 @%gzx-d @xe[a;l[

. _ 1
Dou: g 1([2;3[):{5;1{
b) f n’est pas injective car :
Ona: f(O):f(\/E):O mais 0= /2
vxeR* Ona: f(x)<3
Donc par exemple I'équation : f(x)=4n’admet pas de solution dans R* donc : f est non surjective
f'l(B):{xe]R/f(x)eB}:{xeR/—léf(x)S4} :{xeR/—ISx2£4}:{xe]R/Oéx2£4}
={xeR/-2<x<2}=[-2;2]
Donc : /7' (B)=[-2:2]
RS RY

Exercice11 : Soit I'application :
Xk Xx+ \/;

f est-elle injective ?

Solution : Soient x, €R™ et x, eR”

f(xl)zf(x2)3x1+\/Z=x2+ X,

j(ﬁ_@)(\/;ﬁ x2+1):o:\/2—\/5=0 ou \/Z+ x, +1=0
Or\/Z+\/Z+1¢O:>\/Z—\/Z:O

3\/22 X, =X =X,

Donc f est injective

fiR" > ]-0;3]
X 3-x?

f est-elle surjective de R'vers |-o0;3].

Exercice12 : Soit 'application :

Solution : Soient y € |-;3]
Résolvons I'équation : f(x) =y
f(x):y<:>3—x2:yc>x2:3—y Or ye]—oo;S] donc y<3 cest-a-dire: 0<3-y

< x=43-y Car xeR"

Donc : (Vy € |-0;3])@3x € R*)(f(x) = y)
:R—>R

X xX2+x+2
1) Montrer que : VxeR f(-1-x)=f(x)

2) f est-elle injective ?

Exercice13 : Soit I'application f :
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3) Résoudre dans R I'équation : f(x):—i

4) f est-elle surjective ?
7
5) Montrer que : f(R):hH-oo[

Solution : 1) Montrons que : f(-1-x)=f(x)

Soit xeR :

f(—l—x):(—l—x)2+(—1—x)+2
=(14x)24-1-x+2=x2+2x+1+-1-x+2
:x2+x+2:f(x)

2)Sije trouve : x# y et f(x):f(y) on peut affirmer que f n’est pas injective.

Ona: VxeR f(—l—x):f(x)

Sijeprends: x=0

Ona: f(-1)=/(0) mais 0%-1

Donc : f n’est pas injective

3) Résolution dans R I'équation : f(x)=1

f(x)=1c>x2+x+2:1<:>x2+x+120

A=12—4x1x1=-3<0

Donc: §=¢

4)Par exemple : 1 n’a pas d’antécédents par f

C'est-a-dire : I'équation : f(x)=1 n’a pas de solutions dans R .
Donc : f n'est pas surjective

7
5) Montrons que : f(R) = [Z;Jroo

On raisonne par double inclusion :

7
a) Montrons que : f(R)c ‘:Z;-I-OO

7
Soit: xeR Montrons que : f(x)E{ZHOO{
C’est-a-dire Montrons que : %Sf(x)
f(x)—%z x2+x+2—%=x2+x+i

A=1>—4xLx1=0 Donc: x*4x+120
4 4
7 S 7
Donc : f(x)—ZZO C'est-a-dire f(x)e o
7
Alors : f(R)C[Z;%{

7
a) Inversement montrons que : {Zﬁo{c f(R)
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7
Soit : yehﬁ-eo{
Montrons que : AxeR tel que : f(x)=y ?
f(x)zyc>x2+x+2=yc>x2+x+2—y:0
A:12—4><(2—y)=—7+4y
Comme : %Sy alors : —7+4y>0
Alors I'équation admet une ou deux solutions :
:—1+\/;7+74y —1—\/;7+74)/ER

Donc: IxeRR telque: f(x)=y

Donc :B;Jroo{ c f(R)

X eR ou x=

Conclusion : f(R)= {%;HB[

3l 34
Exercice14 : Soit I'application f : 4 2

fo(x)z%Jr,’xwL%

Montrer que : f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. 1

Solution : Soit : ye|:§;+oo|: : Résolvons dans : |:_Tl;+oo|: I‘équation f(x):y

-1 5 ’ 1 1 5
Soit : —;+ . = 7S —+ [x+—=yv& +_=p-=
xe[ 2 oo[ f(x) y > X 4 y X 4 y )

x+%20 car xe{;;m{et y_gzo car yeB;m{

1) 5Y 5Y 1 SY 1 1 e s -1
f(x)zy@[ x+2] :(y_ij @x:(y—a) _ZEt ona: (y—Ej e c’'est-a-dire : xe{j;ﬂb{
Donc : Vye{%;-kd{ H!xe{%ﬁo{ tel que : f(x)=y
Donc : f est bijective.

1@ e m=(v-3) -
B

2
Donc : Vxe[gﬁoo{ ; f‘l(x):(x—%j —% par suite :
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Exercice15 : Soit 'ensemble dans : E=]O; +oo[
ExE—>ExE

(x;y)H(xxy fj

1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective

3) Déterminer £ ' la bijection réciproque de ya
Solution : 1) Soit : (x;y); (x;)') e EXE

Telque : f(xy)=f(x})):

Montrons que : (x;y)=(x;)") 2?

Et soit 'application 7 :

' XXy =x'xy’ xxy =x'xy'
Je -

f(x;y)=f(x';y')©(X><y ;£j=(x'><y' % y ¥

)

X X
XXy :xrxyr
= y’x = XX ;

y= ; X X X X
X

Car (x;); (x5)) €040 x]04+00] = x=x" et y =)' =(xy)=(x))
Donc : f est injective
2) Soit : (z;¢) e ExE ; 3?(x;y)€ExXE

Tel que : f(x;y)=(z5t) ??

! ! ! !
X X X
=x'x)" et y=y—' =x’ =x" et yzy—, =x=x" et y=y—

!

f(X;y)=(Z;t)©[xxy ;%jz(z;t) S xxy =zet Y XXy =zel y=ix
X

z z /z
SXXtx=zet y=Ix =3 =§et y=ix <:>x=\/;et yz\/;t X = ;et yzw/zt

Donc : f surjective
3) Déterminons £ ' la bijection réciproque de
f est injective et surjective donc bijective

f(xy)=(z)e(xy)=/"(z1) =£\/§;th

ExE —>ExE

Donc: /! :(x;y) H[\/E;ny
Y

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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