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Correction : Devoir librel de préparation pour le devoir surveillé n°1
sur les lecons suivantes :

v Lalogique
v" ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : On considére les assertions suivantes : P ;(VxeR+):x22\/;—l
0 :(VyeR)(Elxe]R):)g/;tx

1) Ecrire la négation de P et O

2) Déterminer la valeur de vérité de P et O

Solution:1)a)Ona: P ;(VxeR"):x>2Jx-1
Alors : ﬁ;(ﬂxeR*):x<2\/;—1

byOna: Q ;(VyeR)(IxeR)xy=x

Alors : é ;(EIyeR)(Vxe]R):xyzx

2) a) Soit : 1€k’ ;x22\/;—1<:>\/;2—2\/;+120@(\/;—1)220
2
Or: (\/;—1) >0 est une assertion vraie

Etona: x22J;—1c>(J;—1)220
Donc: P ;(VxeR+):x22«/;—1 est vraie

b) On va raisonner par contre-exemple : O ;(IyeR)(VxeR):xy=x

Ona: (3leR)(VxeR):xxl=x donc: O estune assertion vraie

Par suite : O est une assertion fausse

Exercice2 :1) Montrer que : Vxe R" :m+m:5<:>x:1.

2) Montrerque: VxeR;VyeR :x# y et xxy#2 =x*y—xy>+2x—-2y#0
3) Montrerque : Vx =1 ;Vy=1l:x*+)?4+xy—x—y—-1=0=x=y=1.

n

4) Montrer que : Vne N* ; zN

n+1
5) Soient(x;;z)€Q’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18
Montrerque : x#y ou y#z oU z#X

: ~5 .9
6) Montrer que : Vn =2 ; A” 3,1
7) Résoudre dansR ['équations suivante :3x|x+1|+x—2:0

. . + . - .
Solution : 1) Soient : x€ R" on va raisonner par équivalence

Vrt8+Vx+3=5 o (Vx+8 +\/x+3)2 =5 <:>(«/x+8)2+2\/x+8x/x+3 +(\/x+3)2 =25
S x+8+20x+8vx+3+x+3=25 2x+2,(x+8)(x+3) =14 & x+ [(x+8)(x+3) =7
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& J(x+8)(x+3)=7-x et x<7 <= (x+8)(x+3)=(7-x)’

< x?+3x+8x+24=49—-14x+ x>

S 25x=49-24 = 25x =25 <= x=1

2) Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : x2y —xy?+2x—2y=0=x=y ou xxy=2 77
Soient: xeR et yeR

Ona: x2y—xy24+2x-2y=0

=xp(x—p)+2(x—y)=0 =(x-y)(+2)=0 =>x-y =0 ou xxy+2=0
=>X=y ou xxy=-2

Donc: x?y—xy?+2x—2y=0=x=you xxy=2
Donc par contraposition on déduit que : Vx e R;Vy e R
xX#zyet xxy#2 =>x>y—xy*+2x—-2y+0

3) Soient: x>1 er y>1

Pty +ay—x—y-1=0= x> +xy—(x+y)+)>—12=0

= x(x+y)-(x+y)+(y-1)(y+1)=0
:>(x+y)(x—l)+(y—l)(y+1)=0

Ona: x>1 e y>1 Alors: x-1>0 et y-120 €t x+y>2>0
Donc : (x+y)(x=1)>0 er (y-1)(y+1)>0

Or on sait que Z(‘v’(a;b)e(R*)z):a+b=02a:O et b=0

Donc : (x+y)(x-1)=0 ef (y-1)(y+1)=0 Mais: x+y =0 et y>1
Donc: x—1=0 et y—1=0
Donc: x=1 et y=1

4)Ona: neN"donc 0<n<n+l =0< " <1=>J0< fi<\/f:>0< ,L<1
n+1 n+1 n+l1

Donc : ,/— ¢ N car un nombre strictement compris entre deux entiers consécutifs :0 et 1 ne
n+

peut pas étre entier

5) Soient(x;;2)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18

Nous raisonnons par 'absurde en supposantque :x=y et y=z et z=x

C’est-a-dire supposantque : x=y=z

Commeona: x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18 et x=y=zalors : x(x+x)+x(x+x)+x(x+x)=18

Donc : 2x° +2x> +2x° =18 =5 6x” =18 = x> =3 = x = F/3 contradiction carxcQ et +\32Q
Parsuite: x#y ou y#z ou z#x

6) Montrons que : Vn>2:3k e N/4" -3n—-1=9k

1étapes : l'initialisation : Pour n=2 nous avons 4° -6—1=9 est un multiple de 9

Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: neNet n>2

Supposons que P(n) soit vraie

Clest-a-dire: 3k eN/4" —3n—1=9k donc 4" =9k +3n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ € N/ 4" =3(n+1)—1=9k" ??
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4! —3(n+1)—1:4><4” -3n-3-1 :4x(9k+3n+1)—3n—4:4x9k+12n+4—3n—4
=4x9k+9n :9(4k+n) =9k" avec k'=4k+neN
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Vvn >2 ; 7,1
—3n—1
7) 3x|x+1[+x-2=0
On va Opérer par disjonction de cas :
Si x>l alorsx+1>0 donc: |x+]=x+1
Donc : I'équation devient : 3x(x+1)+x—2 =0 qui Signifie que : 3x* +4x—-2=0

Calculons le discriminant réduit A'=5" -acde I'équation : A’ =5 —ac=4+2x3=10>0
Comme A’ > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :

-b'=A"  -2-410 A - ~
J_= 3\/_ et x, = b+\/A_: 2J”/EMais: x1=—1eE[—l;+oo[ donc:slz{ 2+«/ﬁ}

a : a 3 3

X

Si x<-l alorsx+1<0 donc: |x+]=-x-1

Donc : I'équation devient : —3x(x+1)+x—2=0 qui signifie que : —3x>—2x—2=0
Calculons le discriminant réduit A'=5" -acde I'équation :A"=b"” —ac=1-6=-5<0
CommeA’ <0, I'équation ne posséde pas de solutions donc : S, = a.

—2+\/E}

Par suite : S=5,US, ={ 3

2
Exerciced : 1) Montrer que : ¥ (a:0) & (Jos e[ axb <[ 22

a+b+c+dj4
4

2) Déduire que : YV (a;b;c;d) e (]O;+C)O[)4 : axbxcxds(
Solution : 1) Nous raisonnons par équivalence

2
Soit : (a;b)e(]O;jLoo[)2 axbﬁ(%i_bJ <:>4a><b£(a+b)2 S a?+2ab+b?>4axb

< a*—2ab+b>=>0 <:>(a—b)2 > 0; (vraie)

Donc: V(a;b) e (]O;Jroo[)2 ; axbﬁ[a;bjzi (vraie)

4

2) Deduction : Soit : (a;b;c;d) e (]O;+oo[)

2 2
Ona :v(a;b)e(]o;Jroo[)2 ; axbs(a;b) €@ alorsonaaussi: cxds(c;dj (2]
2 1
24

2

or: (a+b)(c+d)S[<d+b)+(€+d)j

2

c®9:>axbxcxdﬁ(a;b)2(c+djz :>axb><c><d£((a+b)(6+d))

2 1

Done : ((a-+5)(c +d))’

a1 a+b+c+d\
<((a+b)+(c+d)) §:>axbxcxdg(—j

4
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Exercice4 : (Récurrence) Montrer que Vne N*: Z(Zk—l)3 =n*x(2n*-1).
k=1

Solution : Notons P(n) La proposition "> (2k~1)" = n2x(2n2~1)"
k=1

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n e N*.
1

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons Y. (2k-1) =(2x1-1)’=1=1 et
k=1

12><(2><12—1)=1><(2—1)=1

Donc :1=1. Donc P(0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soitn e N*

Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Z(2k—1)3 =n2x(2n*-1)

k=1
3étapes : Nous allons montrer que : P(n+1) est vraie.

n+l
Montrons alors que : Y (2k~1)' =(n+1)’ ><(2(n+1)2 —1) =(n+1) x(2n2+4n+1) 22
k=1
n+l n n
Ona: Y (2k-1)' =Y (2k-1)'+(2(n+1)-1) etona: Y (2k-1) =n2x(2n2~1) d’aprés Ihypothése
k=1 k=1 k=1
de récurrence

n+l

Donc: Y (2k-1)' =nx(2n2~1)+(2(n+1)~1) = 20" =n® +8n* + 120+ 6n-+1= 20" +8n° +11n> +-6n+1
k=1

On a aussi:

(n+1) x(2n2 +dn+1) = (n2+2n+1) (202 +4n+1) = 21" + 4n* + 12+ 4n> +8n% + 2n+2n* + 4n+1
(n+1) x(2n2 +dn+1) = (n2+2n+1) (202 +4n+1)=2n" +8n* +11n>+6n+1

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona : Vne N* : Z(2k—1)3 =n*x(2n%-1).
k=1

Exercice5 : On considére les ensembles suivants : £ = {1; 2;3;4;5;6;....;20}

A et B deux parties de Etel que:A={xeE/ x=4k;keN} et B={x€E/ x=3k;keN}
1) Ecrire en extension les ensembles 4 et B.

2)Déterminer les ensembles suivants :C; ; C; ; C;7% :C,™ ; CLUC; et C; NCy
3) Comparer : a) Ci”% et Ci N C}

b) Ci7% et CruUC,

Solution : 1) 4={4;8;12;16;20} et B ={3;6;9;12;15;18}

2) C; ={xeE/xe A}

C; ={1;2;3;5,6,7;9;10;11;13;14;15;17;18;19}

Ct ={er/x¢B}

C; ={1,2;4;5;7;8,10;11;13;14;16;17;19; 20}

AnB={12}

AU B={3;4;6;8;9;12;15;16;18;20}
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C;UB :{1;2;5;7;10;11;13;14;17;19}
C;™" = E—{12} ={1;2;3;4;11;13....; 20}
C; NC; ={1;2;5,7;10;11;13;14;17;19}
C;uCp ={1;2;3;4;11;13....; 20}

3) On remarque que :

a) C/7% =CinC. b)) CiP=ClucC]

Exercice6 : Soit E un ensemble et soit P(E) 'ensemble des parties de E. A et B et C dans P(E),
on appelle différence symétrique de A par B I'ensemble, noté AAB défini par :

AAB==(AUB)\ (4N B)

E

@l

Montrer que :AAB=(AN B)U(BN 4)=(A\ B)U (B \ A).

Calculer AAA, AND et AAE.

Montrer que pour tous A, B et C dans P(E), on a :
(Aml_i)u(BmZ)Z(th_?)u(BmA)

(AABYAC=(AN BN C)UBN AN C)u(CN 4 N B)U(CNBNA)
Montrer que AA(BAC) = (CAB)AA

A l'aide du b), montrer que (A4B)AC = (CAB)AA,

En déduire que : (AAB) AC = AA(BAC)

4) Montrerque : AAB=ANB=A=B=0

Solution: 1) (AUB)\ (ANB)=(AUB)N(AnB)=(AUB)N(4 U B
=(ANA)U@ANB)UBN A)UBNB)=U(AN B)U(BN 4)U
=(AN B)U(BN 4)

=(A\B)U (B\ 4)

2)AMA=(AUA\(ANA=A\A=0
ANP=(AUQ)\(ANP)=A\0=A et ADE=(AUE)\(ANE)=E\A= 4
3)a) (AmE)u(BmZ):AmE mBmZ=(Z UB)N (E U A)

=(4 N B)U(ANAUBN B)U(BNA)
=(4ANB)YUPUQGU(BNA=(4 N B)U(BNA)

b) (AAB)AC=((AN B)U(BN A)AC=(((AN BYUBN 4)NC)u(C ﬂ(Amﬁ)u(BmZ)

=(ANBNCUBNANC)U(CN((4NB)U(BNA)))
=(ANBNC)UBNANC)IUC NANB)Y(CNBNA)

¢) (AAB) AC = (CNAAB) U ((AAB)NC) = ((AAB)N C) U (C N AAB) = CA(AAB)
OrAAB=(AN B)U(BN 4)=(BNA)U (AN B)=BAAdonc: (AAB) AC = CA(AAB) =
CA(BAA)

d) (CAB)AA=(CNB N4A)U(BNCN 4)u(ANCN B)U(ANBNC)=AABAC),
en changeant A et C.

e) (AAB) AC = CA(BAA) d'aprés d) Or CA(BAA) = AA(BAC) d’'aprés c).

Donc (AAB) AC = AA(BAC).

4) Montrons que : AAB=ANB< A=B=

<)) On suppose que : 4A=B=Q

ANB =N = et ANB=ONIT=

WN -

O
~— N = N N— N N N

® QO
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Donc: AAB=ANB

Donc: 4=B=0= AAB=ANB

=) On suppose que : AAB=ANB
Montrons que : 4=B=0

On suppose que : 4= par exemple
Donc: dxe 4

Si: xeB Alors: xeANnB
Donc: xe AAB absurde

Si: x¢B Alors: xe AAB
Donc: xe An B absurde

Donc : 4= (de méme on montre que : B=0)
Conclusion : AAB=4ANB=A4=B=0

R—>R
Exercice7 : Soit 'application f : - et A=[211] et B=[-1;6]
X x2+2

Déterminer :

1) L'image directe de 4 etB par f

2) L'image réciproque de 4 etB par f

Solution: 1) a)xe 4 < 2<x<11 2> <x* <117

S22 +2<x°+2<1P+2 5 6<x’+2<123 <6< f(x) <123 < f(x)[6;123]

Donc : xeA<:>f(x)e[6;123]

Ainsi: f(A4)=[6;123]

b) B=[-16]Or: B=[-16]=[-1,0]U][0;6]

xeB&-1<x<0 ou 0<x<6 < 0<x*<lou0<x’<36

S2<x"+2<30u2< X’ +2<38 = 2<x* +2<38 & f(x) €[2;38]

Donc: xe B« f(x)e[2;38]

Ainsi : f(B)=[2;38]

2)a) /7 ([211])="?

([z1])e f(x)e[211]

xef([z1])e2<x242<1 ©0<* <9< 0<Vx? <O
©0<x<3  oxe[-33]

Ainsi @ £ ([2:11]) =[-3;3]

o) £ ([=6])=2 1 £ ([-h6]) = f(x)e[-L6]

xe f([-16]) o -1<x+2<6 & -3<x<4o 0V <4
S0<x|<2 exe[-22]

Ainsi @ £ ([-1;6]) =[-2:2]

S 12500 = 55400

Exercice8 : Soit I'application : 5y
x> 3
—

1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective
3) En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. 1
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Solution : 1) f(x) = X
y_

Soient x, € |2;+00[ et x, €240
_ X S I 92} = _5
xl_z_x2_22:>xl_2 x2_2:>x1(xz )=x,(x—2)

5x,

f(x)=r(x)=

= X,X, —2X, =X, X, —2x, = -2x, =2x, > X, =X,
Ceci signifie que I'application f est injective.
2)Soient y € [5;+o0]

Résolvons dans |2;+o0[ I'équation : f(x) =y
Soit : xe]2;+oo[

f(x)zy@s—)cz:yQSx:y(x—Z) car xe]2;+00[ donc x—2=#0
=

S S5x-—xy=-2y <x(5-y)=-2y

y €5+ Donc 5-y =0 ox= 2 _ 2

-y y-5

2
Vérifions que : x = yS € [2;+00[ 722
y_

20, 2=2yl0_ 10 car y €55+
y=35 y=35 y=3
Donc: x= 2y € |2;+00]

y=35

Donc Vy € ]5;+o0[ x e [2;+400[ / f(x)=y

Ceci signifie que I'application f est surjective.

3) On a d’apreés les questions précédentes que I'application f est injective et surjective, ceci
signifie d’aprés un théoréme que I'application f est bijective.

_ ()= 2
{f(x):y LR (y)_y—S Donc : Vxe S+ ; f7'(x)= -

xe]2;+oo[ ye]5;+oo[ x—35
S ]500] = ]25 0]
o £ ) =2
x—5

fR->R

Exercice9 :1) Soit I'application f : >
X | [x +4|x|
a) f est-elle injective ? b) f est-elle surjective ?

g:R->R"
2) Soit I'application g :

X X7 +4|x|
a) g est-elle surjective ? b) g est-elle injective ?

fR>R

Solution :1) a) On remarque que f est paire

X 4 /x? +4|x|
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f n'est pas injective en effet : Ona: s (—1)=/(-1)’ +4|-1| =1+4 =5 et

f()=vP+4=1+4=45

Donc: f(-1)=f(1) mais -1#1

fR>R
b On remarque que : /x> +4|x| >0
)xH x* +4|x| aued x4l

Donc: VxeR ona: f(x)>0

f n’est pas surjective en effet : —-1€R et I'équation : /x> +4|x| =—1 n’a pas de solution
g:R->R"

2) Soit 'application g :
XX +4|x|

Soit YR : [ +dx| =y o 2 +4|x|= 1> = x* +4[x]- 2 =0

Jx2+4|x| =y<::>|x|2+4|)c|—y2 =0

Onpose:|x|:X: X?’+4X —1y*=0 A=16+4)y">0

~4+ 16 +4y’ o |X|_—4—1/16+4y2

2 - 2

—4+ 16+ 4 —4-[16+4y"
Ona: " 5 50 car 16+4y* >/16 =4 Mais : %<0 Donc :
~4+.,/16+4y°

Donc : 2 solutions :|x| =

[ =

2

_ , 2 y , 2
Alors : x= 4 126+4y ou x:#

Donc: VyeR" IxeR/g(x)=y Conclusion : g est surjective
b) g nest pas injective car : L’équation : /x> +4|x| = y admet deux solutions

Ona: g(—1)=+[(-1) +4]-1|=VI+4 =5 et g(1)=V +4 =114 =5
Donc : g(-1)=g(1) mais -1#1
R> > R?

Exercice10 : Soit I'application 7 :
(xy)>(x—y 5 x+2y)

1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective
3) Déterminer #~'la bijection réciproque de f

Solution : 1) Soit: (x;y); (x;)') e R?
Telque: f(xy)=/(x})"):
Montrons que : (x;)=(x;)") ??
fay)=f () e (x—y s x+2y)=(x'-) ;x'+2))
{x—y =x'—y x—x'=y-y" (1)
= =
x+2y=x"+2) x—x'=2y'-2y (2)

()+(2) =y-y =2y'-2y =3y =3y’ =y =’
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x—x':y—y'(U =>x—x'=0=x=x

=x=x"et y=)' :(x;y):(x’;y')

Donc : f est injective

2) Soit : (z;¢) eR*; 3?(x;)eR’ tel que : f(x;))=(z:¢t) 2?

f(xy)=(zt)e(x—y s x+2y)=(z:1)

_2z+t
X—y =z 2x-2y =2z 3x =2z+t¢ r= 3
= p=— =
xX+2y=t x+2y=t X-y =z 2z 4+t
y =X — = — Z
3
:22+t€]R
< 3 Donc : f surjective

:t—zeR

7 3

3) Déterminons # ' la bijection réciproque de r

f est injective et surjective donc bijective
_ 2z+t t—
f(my)=(z)e(xy)=1 1(Z;t)=( 23 sz

R? > R?

: ) 2x+y y—x
(x’y)'_)[ 3 7 3 j

Donc: 7!

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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