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Correction : Devoir librel de préparation pour le devoir surveillé n°1
sur les lecons suivantes :

v Lalogique
v" ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 :2) Soitf: R — R tel que : (VxeR): f(x)=x2+6x-7

On considére la proposition suivante : P :(V(x;y)eR*):x=y = f(x)# /()
1) Ecrire la négation de P

2) Calculer : (1) et f(-7)

3) En déduire la valeur de vérité de la proposition P
4) Ecrire la contraposé de P et donner sa valeur de vérité
5) Que peut-on dire de la fonction f ?

Solution :1) Remarque : "non(U= V)" est "U et non (V)"
P :(H(X;y)eRz):x;ty et f(x)=1(»)

2) f(1)=1246x1-7=7-7=0 et f(-7)=(-7)+6x(-7)-T=49-42-7=0
3)Ona:f(l)=0et f(-7)=0

Donc :(3(L-7)eR?):1#-7 et f(1)=f(-7)

Donc : P :est vraie

Par suite : P est une proposition fausse
4) la contraposé de Pest: :(V(xy)eR’):f(x)=f(y)=x=y
Puisque : P est une proposition fausse alors la contraposé de P est aussi fausse

5) f n’est pas injective
1

Exercice2 : 1) Montrerque : Vxe R" : =1-Jx=>x=0
1+\/;

2) Montrer que :vxe R ; [x—1|<2=|x>+x-2|<10
2x+3

3) Montrer que :vxeR ; |[x—2|<1= TT2<3
x+2

4) Montrer que : vxeR; VyeR : x>+ >+ xy=0<=x=y=0

5) Montrer que : Vx e R* y1+x’ #x

6) Montrer que : V(a;b)e([2;+oo[)2 S azb> /1_%;& /1_1;12
a

7) Soient:aeR etheR tels que : a+b#0 : Montrer que : a¢—2b:>a—_l;¢3
a+

8) Montrer que n(n+1)(n+2) est un multiple de 3 pour tout neN.

9) Montrer quevVne N" : 1><2+2><3+3><4+...+n(n+1):%n(n+1)(n+2)_

Solution : 1) 1\/_:1_\/;3(“\/;)(1_\/;):1

1++/x
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=1+(Jx) =1=1+x=1=x=0
2) Montrons que :vxe R ; |[x—1|<2=|x>+x-2|<10
Soit: xeR ; Supposons que : [x-1<2

Et montrons que :[x?+x—-2|<10

Ona: x2+x—2:(x—1)(x+l)+x—1:(x—l)(x+2)

Par suite : [x*+x—2|=|(x—1)(x+2)|=|x—1]|x+2]
Comme : [x—1|<2 alors : 2<x-1<2

Alors : 1<x+2<5 etdonc : |[x+2|<5

or: |x—l|§2 donc : |x2+x—2|:|x—1||x+2|£2><5
D'ou: |x2+x—2|£10

Donc: vxeR ;|x—1|<2=|x+x-2/<10
2x+3
x+2

3) Montrons que :vx e R ; [x-2[<1= <3

Soit: xeR ; Supposons que : [x-2|<1

2x+3
Et montrons que : <3
x+2
Ona:|x-2/<1 =-1<x-2<1
=1<x<3

=5<2x+3<9 et 3<x+2<5
—5<243<9 et 1o L 1
x+2 3
1
<—x9
x+2 3

:>é><5£(2x+3)><

2x+3
<

x+2

2x+3

x+2

=1< 3

<3

Donc: vxeR ; |x—2|S1:>

4) Montrons I'équivalence en raisonnant par double implication : Soit(x;y)eIR2
<) Supposons : x=y=0et Montrons que : x>+ )»*+xy =0

Ona: (0?+0?°+0x0=0 Donc: x2+y)y2+xy=0

—=)Supposons : x2+ y2+xy =0 et Montronsque: x=y =0

X2+ y 4 xy+xy=xy

Ona: x*+y*+xy=0=>
Y+ Y Xy —xp=-xp

2 24 Yyy = xX+y)r=x
j{x T Yo+ xy XJ’:{( y) yOr: (x+y)220 et x>+,2>0

Xt y?=—xy
Donc: xy>0 et xy<0 parsuite: xy=0
Donc: x>+y?=0 Donc: x*=-y>
Or: x2>0 etpuisque x2=—y2 onaaussi: x2<0

X2+ y?=—xy
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x220
= >x’=0=>x=0 etcomme: x2+32=0
¥?<0

Alors : y2=0 C'est-a-dire: y=0

D'ou : vxeR;VyeR

X+’ +xy=0=>x=»=0

Finalement : vxeR;VyeR x*+)*+xy=0<x=y=0

5) Nous raisonnons par 'absurde en supposant que : 3x e R* y1+x’ =x
2
IxeR" ;\/1+x2 =X :>(\/1+x2) =x! =1+x'=x"=1=0

Nous obtenons une contradiction
Donc notre supposition est fausse

Donc: VxeR* Vl+x' #x

6) Soient (a b [2 +oo[ . Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : fl——— fl——:>a b
2
4 4 4 4 4 4 4 4 1 1
\/l‘f\/?:{ l‘a—zJ { 1‘172j DA g ik

= a® =1 =|d|=|b|= a=b Car (a:b)e([2+])

Alors : Par contraposition : V(a;b)e([2;+oo[)2 L azb> /l—iz;t‘/l—bi;
a

7) Soient:acR etheR telsque: a+b+=0

Utilisons un Raisonnement par contraposition et montrons que : I; =3=a=-2b 7?
a+
-b
a—_l_b=3:>a—b=3(a+b):>a—b=3a+3b —a-3a=3b+b=>—2a=4b=>a=-2b
a
Alors : Par contraposition : a #-2b= a—_z #3
a+

8)Soit ne N : on a 3 cas possibles seulement

Pourn:n=3k ou n=3k+1 ou n=3k+2aveckeN

1cas: n=3k

n(n+1)(n+2)=3k(3k+1)(3k+2)=3k" Avec k'=k(3k+1)(3k+2)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

2cas: n=3k+1  n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k+2)(3k+3)
n(n+1)(n+2)=3(3k+1)(3k+2)(k+1) =3k’

Avec k'=(3k+1)(3k+2)(k+1)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3
3cas : n=3k+2
n(n+1)(n+2)=(3k+2)(3k+3)(3k+4) =3(3k+2)(k+1)(3k+4)=3k’

Avec k'=(3k+2)(k+1)(3k+4)
Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

Conclusion : VneN ; n(n+1)(n+2) est un multiple de 3
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1
9) Notons P(n) La proposition " 1><2+2><3+3><4+...+n(n+1):§n(n+1)(n+2) "
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 1(1+1)=2 et %x1(1+1)(1+2) = §><2><3 =2.

Donc P(1) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Soitn e N*

1
Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 1><2+2><3-|-3><4+...-|—n(n-|—1):gn(n+1)(n+2)
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 1><2+2x3+3><4+...+n(n+1)+(n+1)(n+2):%(n+1)(n+2)(n+3) ??

Ona: 1x2+2x3+3x4+.+n(n+1)+(n+1)(n+2)=[1x2+2x3+3x 4+ +n(n+1) |+ (n+1)(n+2)

1
et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: 1><2+2><3+3><4+...+n(n+1)=§n(n+1)(n+2)

Donc 1><2+2><3+3><4+...+n(n+1)+(n+1)(n+2):%n(n+1)(n+2)+(n+1)(n+2):(n+1)(n+2)[§n+lj:%(n+1)(n+2)(n+3)

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence on a :

VneN" : 1><2+2><3+3x4+...+n(n+1)=%n(n+l)(n+2).

Exercice3 : Résoudre dans R |es équations suivantes :

1) ¥* —[x—2|-4=0 2) Nx*+1=2x
Solution :1) Etudions le signe de : x—2
r |—o0 2 400
r—2| - ﬁ] +

On va Opérer par disjonction de cas :

Si x>2 alorsx-2>0 donc: |x—2[=x-2

Donc : I'équation devient : x* —(x—2)-4=0

Signifie : x> —x+2-4=0 c'est-a-dire : x> —x-2=0

Calculons le discriminant de I'équation x*—~x-2=0:a=1,b=-1etc=-2

Donc A=b%2-4ac=(-12-4x1x(-2)=0.

Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :

x1:_b_‘\/Z:1_\/§ :_b+\/Z:1+\/§:2 DonC Sl:{z}
2a 2x1 2a 2x1

Si x<2alorsx—2<0 donc: |x-2|=—(x-2)=—x+2

=—lg[2;+00] €t x

Donc : I'équation devient : x> +(x—2)—4=0 c'est a dire : x*+x-2-4=0Signifie : x> +x-6=0

Calculons le discriminant de I'équation x> +x-6=0 :a=1,b=1etc=-6

Donc :A=b?—-4ac=1%2-4x 1 x (-6) = 25.

Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :

X, = _b_‘/Z: _1_\/%:_3 et x, = “b+A = ~1+425 =2 Mais: x, =2¢ |-;2[ Donc:S, :{—3}
2a 2x1 2a 2x1

Par suite : $=5,US, ={-3;2}.

2) Methode1 : xeS=x*+1=2x= [y =(2x)
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N

:>x2+1=4x233x2=1:>x2=§3x=—oux=——

3 3
Remarqgue : On ne peut pas affirmer que :x=— et x= —g sont les solutions de I'équation

Et inversementon a : /—— +1= /—+ _i
3
Donc : —ge‘S etona: ’ /% _i

Methode2 : xe S <>x’ +1=2x et x>0 <> ¥ +1 =(2x)’
1 3

3
< x*+1=4x" et x20©x2:§ et x>0 <:>(x=?oux=—§ )yet x>0

Donc: g :{ﬁ}

3

Exercice4 : Montrer par 'absurde que : Vne N: NJor? +13n+5 ¢ N

Solution : Par I'absurde, supposons que : IneN tel que : \/9722 +13n+5 e N

Cest-a-dire : IneNet Ime N tel que : V9’ +13n+5=m

\/9112—lrlmzmc:@nz+l3n+5:m2 (:)(3»11)2+2><3n><2+22+n+1=m2 <::>(3n+2)2+n+1=m2
Donc : (3n+2)° <m® etcomme : (3n+3)" =9n* +18n+9

Alors : (3n+3)" =m’ =(9n" +18n+9)~ (9’ +13n+5) =Sn+4 -0

On a alors : (3n+2)2 <m’ <(3n+3)2 c'est-a-dire: 3n+2<m<3n+3

C'est-a-dire : 3n+2<m<(3n+2)+1 et meN
C’est une contradiction car on ne peut pas avoir un entier strictement compris entre deux entiers
consécutifs : 372 +2 et 3n + 3 Ceci signifie : VneN:/9n> +13n+5 ¢ N

Exercice5: 4=[0;1[: et B ={L/xe R*}
x+1
Montrons que : 4=B
Solution : Conseils méthodologiques :
Pour montrer que 4=B,onmontre que : Ac Betque Bc 4.
a) Montronsque A= B ?
Soit yeA=0<y<1
Montrons que : ye B
x

C’est-a-dire : Montrons que : 3xe R/ y = 1
X+

y:L<:>y(x+l)=x<:>xy+y:xc>x(l—y):y

x+1
y=LC>X—LeR+ Car 0<y<1
x+1 -y
Donc: IxeR"/y=— al
x+1

Par suite : ye B etalors: Ac B
a) Montrons que Bc 4 ?
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Soit yeB:erRJ'/y:L
x+1

Montrons que : ye 4

C’est-a-dire : Montrons que : 0<y <1 ?

Ona: xeR" ety:L donc: 0<y
x+1

x _xtl-x_ 1 >0 Car 0<x

l-y=1-
Y x+1 x+1 x+1

Donc: y<1letalors: 0<y<1
Donc: ye 4
Par suite : Bc 4
Conclusion: 4=8B
Exercice6 : Soient 4 ; B ; C des ensembles
1) Monter que : AcBcC<& AUB=BNC
2) Monterque : A-B=A<B-A=B
Solution :1) On suppose que : AcBcC
Ona: AcBcC=>AcBet BcC
= AuUB=B et BnC=B=AUB=BNnC
On suppose que : AUB=BNC
Ona: AUB=BNnC=>AuUBcBet AUBcC
—>AcBetBcC=AcBcC
Donc: AcBcC& AUB=BNC
2) On suppose que: A-B=4
Montrons que : B—A=B
Donc : Montronsque : B—Ac B et BcB—4
C’est-a-dire : montrons que : B—Ac B ?
Soit: xeB—Adonc: xeB et xg A
Donc: xe B
Dou: B-AcB
Montrons que : Bc B—4 ?
Soit: xe B
Supp: xe A alors: xe A—B
Mais: A—B=A4 donc: x¢& A absurde
Donc: xeB et xg A4
Donc: xeB—A4
Dou: BcB-4
Par suite : A-B=4A=B-A=B
Inversement : de la méme fagon on montre que : B—4A=B=A-B=A car A et B jouent des rbles
symétriques.
fR*—>R ,
Exercice7 : Soient les applications : 1 g:R—->R RoR

X x—— X x2—3x+2 x> xi+1
X

1) a) Déterminer : f({3})  b) Montrer que f(]O;Z])C[—%;JrOO{

2) Déterminer : g(]2;3])
3)Déterminer /™' ([5;+q])
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Solution : 1) a)f({3}):{f(3)}
8

Ona:f(3)=3_%=§ donc : f({3})={§}
b) f(]0;2]) ? xe]0;2]<:>0<x£2<:>—2£—x<0 @-lg_%

xe]0;2]:>x—§£—%+2:>x—§£% :>f(x)£%

Donc : x€]0;2] jf(x)e}oo;ﬂ

Donc : f(]0;2]) < {—%;Hﬂ{

2) Déterminons : g(]2:3]).

2 2
3 3 3
xX)=x2-3x+2=x>-2—x+|—=| —| =| +2
g(v) 2 @ (2)
2 2
3 9 3 1
x)=|x-=| —Z+2=|x-=| —=
g()( zj 4 ( 2j 4
xe]2;3]©2<x33©2—%s;c—%<3—§

2
2

ol 33 @lé(x—ij 22

2272 T, 2) "4

2 2

@l—lﬁ(x—éj B @03(}6—2) L)

4 4 2 4 4 4 2 4
xe]23]e0<g(x)< 2 g(x)e[0,2]
Donc : g(]2;3]):[0;2[
3) Soit: xeR ; xeh” ([5;+oo[)<:> h(x)e[5;+oo[ <:>5Sh(x)

S 5K+l 0<x* -4

T -0 =2 e

-4 + [:r —

]

+
_|_

xeh” ([5; +oo[) & x € |- =2] U 25400
Dou: ' ([5,+oo[) = ]—oo; —2] U[Z; +oo[
f"R—>R
Exercice8 : Soit I'application : x
X
1+ |x|

1) Montrer que f est injective

2) f est-elle surjective ?

Solution : Soient X, eR et x, eR
X, X,

fn)=1(x)=—"==

1+|x1|_1+|x2| =

X X

1
1+|xl|

2
1+|x2||

|xl| _ |x2|

o]~ T~ Pl hel) =fel (1)

:>|xl||x2|+|xl| :|x1||x2|+|x2| :>|xl| :|x2|
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N BN I SN
Vo] T " x| 1]~ 77

On remplace dans :

Donc f est injective

2) f(x)=——

_1+|x|
Soit xeR :ona: x<|x<|x+1

Donc : d 1+|x|

o T cest-a-dire : f(x)<1:
Par exemple 1 ou 2 n’admet pas d’antécédents
Donc f n’est pas surjective

Sl +oo[ = 05400
Exercice9 : Soit I'application :

X —
x—1

Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.
Solution : Soient ye]0;+oo[ : Résolvons I'équation : f(x) =y

{f(x)=y = C
Sx-1 & y ox=—+I1
x €|+ xe |+ x e Jlso] y

(vye]os+o]) @l x € Jl+o]) (F(x) = y)
Donc : f est une bijection de ]1;+o[ vers |0;+oo]

{f(X)=y @{f‘l(y)ﬂ
x € |I;+oo y € ]0;+oo

7 £ 105400 = J1; 409
Wyeo+o] /7 (y)==+1 Donc :
Y x> —=+1
X

. L NxN—>N
Exercice10 : Soit I'application 7: 5
(n;m) > (n—m)
1) f est-elle injective ?
2) f est-elle surjective ?
Solution : Conseils méthodologiques (Pour montrer qu’une application est (ou n’est pas)
injective/surjective)
Soit f e F(E ,F) :
e Pour montrer que f est injective : on prend x et x o,
deux éléments de E tels que f (x ) =f (x 0 ), et on montre que x = x o (ainsi y = f (x ) ne peut avoir
plus d’un antécédent);
e Pour montrer que f n’est pas injective :
On trouve x et x o, éléments de E distincts et possédant la méme image par f;
e Pour montrer que f n’est pas surjective :
On trouve y € F n’ayant aucun antécédent dans E par f
e Pour montrer que f est surjective :
On prend y € F quelconque, et on détermine un antécédent de y dans E parf.
1)
o f est injective si et seulement si tout élément de N admet au plus un antécédent dans NxN
C'est-a-dire : V(n;m) eNxN ; V(n';m') e NxN
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f(mm)=f(n'sm') = (n;m)=(n";m")
e f n'est pas injective si et seulement s’il existe au moins un élément de N qui admet plus d’un
antécédent dans NxN

C'est-a-dire : I(n;m) eNxN ; I(n';m’) e NxN

f(mm)=f(nsm') et (n;m)=(n'"sm')

Si je trouve : (n;m)#(n';m’) et f(n;m)= f(n';m") on peut affirmer que f nest pas injective.

Sije prends : (1;2) er (1;0)

Ona: f(1;2)=(1-2)" =1 et £(1;,0)=(1-0)" =1

Donc: : 3(1;2) eNxN ; 3(1;0) eNxN

f(L2)=/(L0) Mais (1;2)=(10)

Donc : f n'est pas injective

2)of est surjective si et seulement si tout élément de N admet au moins un antécédent dans NxN
C'est-a-dire : v p eN ; 3(n;m) e NxN
Telque: f(mm)=p

e f n'est pas surjective si et seulement si il existe au moins un élément de N qui nadmet pas
d’antécédent dans NxN

C'est-a-dire : 3p e N ; V(mm) eNxN ; f(n;m)# p
eSijetrouve : p € N quin’a pas d’antécédent dans NxN on peut affirmer que f n’est pas
surjective.
Sijeprends: p =3
Ona: f(n;m):3<3(n—m)2=3 oSn—-m=A3
Mais :il nexiste pas : (n;m) e NxN tel que : n—m=+/3
Donc: 33eN ; V(nym) eNxN ; f(n;m)#3
Donc : f n’est pas surjective.

Remarque : il existe des éléments de N qui ont des antécédents dans NxN
Par exemple : p=4

f(n;m):4<:>(n—m)2 =4n—m=2oun—-m=-2

Il existe : (3;1) e NxN tel que : (3-1)" =4

C’est-a-dire : 4 e N a au moins un antécédent dans NxN (pas suffisant pour affirmer que f est
surjective car il faut que tous les éléments de I'ensemble d’arrivé aient

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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