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Correction : Devoir librel de préparation pour le devoir surveillé n°1
sur les lecons suivantes :

v Lalogique
v" ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Donner la négation et la valeur de veérité de chacune des propositions suivantes.
1)P: « (IxeR)(VyeR);3x* —xp+4y* 20 »

2) 0: « (VxeR)(VyeR);x—y=I=x>1»

3) R: « (VneN)/meN »

Solution : 1) P: « (IxeR)(VyeR);3x’ —xy+4y* #0 »

Pour :x=1eR : 3xI’=1y+4y* =4y’ - y+3

A:(—1)2—48:—47<0 donc : 4y’ ~y+3=0 n’a pas solution c’est-a-dire : 4y° —y+3#0
Alors P: est vraie

P: « (VxeR)(IyeR);3x" —xy+4y" =0 »

2) 0: « (VxeR)(VyeR);x—y=1=x>1»

Q: « (ElxeR)(ElyeR)/x—y:IethI »

Pour:x=0et y=—lona: x—y=0-(-1)=1 er 0<1

Alors la propositioné:est vraie et par suite : 0: Fausse

3) R: « (VneN)/meZN »

R: « (EIneN)/meN »

Pour:n=0 : V0?+2x0=0eN

Alors la proposition z :est vraie et par suite : R: Fausse

Exercice2 : xeR etyeR ; Montrer que : |x—y|<2yx* +)” +xp
Solution : Nous raisonnons par équivalence

Soit: xeR etyeR ; |x—y|£2«/x2+y2+xy <:>|x—y|2£(24/x2+y2+xy)2

S x' =2+’ <dx’ +4y +dxy 357 +3)7 +6xy 20
<:>3(x2+2xy+y2)20<:>x2+2xy+y2 20<::>(x+y)2 >0 eton sait que (ery)2 >0 (vraie)

Donc: VxeR et vyeR : |x—y[<2yx’+) +xp
Exercice3 : Montrer que :

2 Y
+x+1 y*+y+1

2) Montrer que : Vx>1 ;Vy>4:Jx—142 y—4=x+Ty:>x=2 et y=8.

N)VxeR;VyeR : x#yet xxy#1=

Solution :1) Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montronsque: ¥ Y .y ouxxy=1 27
x*+x+1 y*+y+1
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Soient: xeR et yeR

. X - Y 2 — 2
Ona: rral y2+y+1:>x(y +y+1) y(x -|-x-|-1)

:>xy2+xy+x=yx2+yx+y:xyz—yx2+x—y=O:>xy(y—x)—(y—x):0
:>(y—x)(xy—l):0 =y—x=0 ou xxy—-1=0 =>x=y ou xxy=1

Donc: X = Y =>x=youxxy=1

x2+x+1 _y2+y+1

4
x*+x+1 y*+y+1

Donc par contraposition on déduit que : x#y et xxy#1 =
2) Soient: x=1 et y=4

Nx—1+2 y—4=x+y:2\/x—1+4«/y—4:x+y :>2\/x—1+2><2\/y—4:\/x—12+\/y—42+5

2
S r— 1 —2x— 1414y —4 —2x2y—4+2°=0
= x—1—1)2+(4/y—4—2)2=0 Sr—1-1=0et Jy-4-2=0 =Jx—l=let [y—4=2

=>x—-l=let y—-4=4 = x=2 et y=8

Exercice4 : Montrer que :Vn eN" ; 1324,, 3

Solution : Montrons que : VneN" :2* —3" est un multiple de 13

1étapes : I'initialisation : Pour n=1 nous avons 2% —3' =16 -3=13=13x1
Alors : 2*' —3' est un multiple de 13 donc P (0) est vraie.

2étape : Soit » e N* ; Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire : 3k e N/2*" —3" =13k

Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k' € N /2% —3"*' =13k’ ??

Ona: dkeN/2" —3" =13k donc: 3k e N/2* =13k + 3"
24’”4—3"”:24"><24—3"><3=(13k+3")><24—3"><3:13><24k+3"><24—3"><3

24t 3 =13x 2%k +3" (24 =3) =13x2"k +3" x13
PG L :13x(2“k+3”) = 13xk’ avec k' =2*k+3" € N Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence :ona: VneN" ; 1%4,, 3

Exercice5: Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1) r=1j+2x=320 2) V3—x+x=<0

Solution : 1) Soit § 'ensemble des solutions de (1) [x-1|+2x-30
Soit xeR: on va déterminer le signe de : x-1

T |—00 1 +o0
z—1 —¢+

Si xe[L+o0o[ alors [x-1|=x-1

Donc linéquation (1)devient : x—1+2x—-3>0<>3x-4>0

4 4
3x—420<:>x2§ donc : Sl=[§;+oo{m[l;+oo[=[§;+oo[
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Si xe|-o;1] alors |x—1|=—(x—1)=—x+1
Donc linéquation (1)devient : —x+1+2x—3>0<>x>?2
Donc : S, =[249] N ]-0;1] =&

4
Finalement: §=5US, = ‘:g;-l-oo[

2) Soit § I'ensemble des solutions de (7): V3-x+x<0
On cherche 'ensemble de définition de I'lnéquation
D, ={xeR/3-x>0}={xeR/x<3} =]-;3]

V3—-x+x<03-x<—x
On va Opérer par disjonction de cas
Soitx € |-;3]. Nous distinguons deux cas.

Premiercas: 0 <x<3 : Alors: -3<—x <0 et puisque \/EZO
Donc : S, =&

2iémcas: x<0 : Alors: —x>0

\/§—<—x<:> 3—x2 —<(—x)2 < 3—x=<x?

<SS xP+x-3>0; A=13; x1:—1—2\/§ ot ., :—1+2JB
Le tableau de signe de I'expression x> +x—3 est:
T —0 L}‘-H 0 —ltx-'ﬁ 3
a2—r+43 R 1:] — - i:l+

Finalement: §=5 us§, = @u:|—oo;

BN

2 2

Exercice6 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E
La différence symétrique de A et B c’est 'ensemble

Qu'on note : AAB tel que : AAB=(A4-B)U(B—A)
1)Monter que : AAB=(AUB)—(ANB)

2) Calculer AAB pour: A4 ={0,1,2,3} et B ={2, 3, 4}.
3)Monter que : AABz(A—(AﬁB))u(B—(AmB))

4) Supposons que : AAB=ANB

Monterque : 4A=B=C

5) Monter que : AAB = AAB

6) Monter que : YCe P(E) : AAB=AAC <>B=C

7) Résoudre I'équation d’'inconnue : X € P(E) ; AAX =
Solution : 1) 4AB=(4-B)u(B-A)=(ANB)u(BA)

:[(Aml_g)uBJm[(AmE)uZJ :(AUB)m(BUE)m(AuZ)m(EuZ)
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=(AUB)NENEN(ANB)=(4UB)N(4NB)=(4UB)\ (4N B)

2) PourA={0,1,2,3}etB={2, 3,4}, ona AAB ={0, 1, 4}.
3) Procédons par double-inclusion.

Montrons que : AAB c(A—(AmB))u(B—(AmB))

Soit x € AAB.

Par définition, x € AU B, donc x € Aou x € B.

Supposons d’abord que x € A, l'autre cas étant symétrique. Par définition de la différence
symétrique x ¢A N B, on a donc bienx e A\AN B.

Par symétrie, si x € B, on aura x € B\ A N B. Conclusion : On a montré que pour tout x € AAB, on a
xe€ A\VANBouxeB\ANB, cest-a-dire :

AAB € (A\ANB)U (B\ANB).

Montrons que (AN\ANB)U (B\AN B) € AAB.

La preuve est similaire.

Conclusion : AABz(A—(AmB))u(B—(AmB))

4) Supposons que : AAB=ANB

Montrons que : A=B =

Pour montrer que A = B = @, il nous suffit de montrer que :

A = @, car A et B jouent des roles symétriques.

Montrons donc que A = @.

Supposons par I'absurde qu’il existe a € A.

Deux cas sont alors possibles :

lercas:a€B.Ona:aeANB=AAB.

Or, par définition de la différence symétrique, a ¢A N B, une contradiction.
2ndcas:a ¢B.Onaalorsque:a ¢ ANB.

Puisque a € A, on aque a € AU B, et donc a € AAB.

Or, AAB = ANB, donc a € ANB, donc : a € B, une contradiction.
Conclusion : Tous les cas ménent a une contradiction, c’est donc qu'’il n’existe pas de a € A, et
doncA=0

5)Montrons que : 4AB =(4-B)u(B-4)=(4nB)u(Bn4)=(4-B)U(B-4)=A4AB
6) Soit C e P(E)

e Siona: B=C alors AAB=AAC
e Supposons que : AAB= AAC et montrons que B=C ?
v' Soit x e B montrons que xeC ?
Sixed:
(xedet xeB)=xecAnB=>x¢ AAB=x ¢ AAC
(Car AAB=AAC)
>xeANC=xeC
Donc: AnB<C(1)
SixgAd:
(xgdet xeB)=>xeB-A=>xec AAB=xec AANC
(Car AAB=AAC)
=>xeC-—-A=xeC
Donc 4~B<=C(2)
De (1) et (2) en déduit que : (4nB)u(4nB)=C

Et puisque : (4nB)U(4nB)=(4UA)nB=EnB=B

Alors Bc C
De méme on montre que : Cc B
Donc: AAB=AANC=B=C
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Finalement: AAB=AAC < B=C
7) Résolvons I'équation d'inconnue : X € P(E) ; AAX =

Onaque AAA=AUA\ANA=A\A=0,

Donc : A est solution de I'équation. De plus, n'importe quelle partie X de E satisfaisant AAX = @
satisferait

AAX = AAA. Or, par la question précédente, on a dans ce cas X = A.

Conclusion : La seule solution de I'équation est la partie A.

Exercice7 : Soient les ensembles : E ={a;b;c;d} et F ={1;2}
1)Déterminer P(E) 'ensemble des parties de E e
2)Déterminer en extension : les produits cartésiens suivants : ExF et F* et déterminer :
card (ExF)
Solution : P(E) = { H{als{b){ch{d){ab){ae){asd) s {bsel{bd ) {eds{as byl {abid s
{b c; d a c; d ,E}
2) EXF—{(aal)a( 2)5(bs1)s(B:2):(1)s(:2)i(ds1):(d:2)}
F?=FxF={(L1);(12):(21);(2:2)}
card(ExF):card(E)xcard(F):4><2=8
Exercice8 : Soient les ensembles : £ = {(x;y) eR*/x*+y*= 1}
F:{()c;y)eRz/x3 +° :1} et I=[—l;l]
1) Montrerque : ExJ et F#J
2) Montrer que : EmF:{(l;O);(O;l)}
3)Montrerque: EcIxI et E#IxI
Solution: 1) Ona: (0;1)€E car: 0°+1° =1 donc: E#Q
Ona: (0;1)eF car: 0°+1°>=1donc: F#=J
2) Montrons par double inclusion que : Esz{(l;O);(O;l)}
a) Montrons que : (x;y)e{(l;O);(O;l)} ?
Soit:(x;y)e ENF
Donc: (x;y)€E et (x;y)eF
Donc: x>+y>=1 et x*+° =1
Donc : ¥2+ )2 =x"+)’
Donc: x2+y2—x*—3* =0
Donc : x*(1-x)+y*(1-y)=0
Etcomme : x2<x2+y>=1et y><x>+2=1
Alors : x><1 et y2<1
Alors : |x|<1 et |y|<1
Alors : 0<1-x et 0<1-y
Donc: x>(1—x)+312>(1—3»)=0
=5 =5
Donc : x2(1-x)=0 et y*(1-y)=0
Donc: (x=0 ou x=1)et (y=0 ou y=1)
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Donc: (x=0et y=0)ou (x=0ef y=1) ou (x=let y=0) ou (x=ler y=1)
Donc : (xy)=(0:0)ou (x;3)=(0:1) ou (x,7)=(10) ou (x,)=(L1)
Mais : (x;y)€ ENF donc : (x;)=(0;0)

(0;,0)g E Car: 02402 =1

(L) E Car: 12+12#1

Donc: (x;y)e{(10);(0:1)} .

a) Montrons que : {(1;0);(0;1)}cEmF ?

Ona: (01)eE et (0;1)e F

Car: 0°+1’=1Et 0’ +1° =1

Etona: (L0)eE et (L0)eF

Car: 0°+1’=1Et 0’ +1° =1

Donc : {(1;0);(0;1)}cEmF

Par suite : ENF ={(1;0);(0;1)}

3) Montrons que : EcIx] avec: I=[-Ll]

Soit:(x;y)€E

Donc: x*+y*>=1letcomme: x> <x*+)2=1et y2<x2+)2=1
Alors : x><1 et y2<1

Alors : [x|<1 et [y|<1
Alors: —1<x<l et —-1<y<1

)

Donc: xelet y el cestadire:(xy)elx]
Par suite : EcIx/
b) Comme : (1) eIx] et (L1)¢E (12 +1% #1)
Alors : IxI & E Par suite : E#1IxI

fR—>R
Exercice9 : Soit I'application : 2x

L+]x]

1) Montrer que f est injective
2) a) Montrer que : VxeR ;| f(x)|<2
b) f est-elle surjective ?
Solution :1) Soient X, R et x, eR

f(xl):f(xz)j 2x,  2x,

el e R Xy
Lfx| 1+ =

_|_*
l+|x,| B

1+|x2||

Pl _ |l

] "oy~ Pl bel) =bel(t+ls)

= [ [l |+ ] = s+ o | = | =
2x, 2x,

On remplace dans : =
L] 1+,
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2 2
all =$:>2x1=2x2:>xl:x2
1+|x1| 1+|x1|
Donc f est injective

2)a) f(x)= 2

_1+|x|

Soit xeR :ona: x<|x<|x+1
Donc : 2x <2|x|<2(|x|+1)

2x_ 2(1+[)

Donc :
1+ || 1+|x|

Donc: =X <2 clest-a-dire : f(x)=<2:
1+|x|
b) Par exemple : 2 n'admet pas d’antécédents
Donc f n’est pas surjective
‘R—-{2} > R-{1}
Exercice10 : Soit I'application f : v+l
x> f(x)= >
X—

Montrer que : f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. 1
Solution : Soit: yeR-{l}

Résolvons dans : R-{2} I'équation f(x)=y
Soit : xeR—{Z}
f(x)=y<:>x—+;:y<:>x+1:y(x—2)

x_
x—2#0 car xeR—{2}
f(x):y<:>x+1:yx—2y<:>x—yx:—2y—1

ex(l-y)==2y-l< x=_12y_1 car y—-1#0
-y
Etona: x=—=2=1.7
I-y
. —2y-—1
En effet : si =2=2y-1=2-2y

= —1=2 (Absurde)
Donc : VyeR—-{l} 31xeR—{2} tel que : f(x)=y
Donc : f est bijective.

— = f! :_zy_l
{f(x)—y - X f (y) l—y
PR | erofy
Donc : Vxe R—{l} ; fl(x)=_12f;1=2;j11

STR-{1} > R-{2}

2x+1

x> f(x)=

x—1
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Exercice11 : Soit £ un ensemble non vide et soient A4 ; B des parties de E telque : AUB=E et
ANB=O
P(E)— P(A4)xP(B)

X (ANX;BNX)

1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective

3) Déterminer # ~'la bijection réciproque de 7
Solution : 1) Soit (X;Y) e (P(E))
Telque : f(X)=/(Y) Montrons que : X =Y
f(X)=f(Y)=(4AnX;BNnX)=(4NY;BNY)
ANX=4AnY @
S{BmX:BmY @
=>XN(AUB)=YN(AUB) = XANE=YNE=X=Y
Donc : f est injective
2) Soit (Y;Z)e P(A)xP(B)
37X e P(E)Telque: f(X)=(Y;2)
f(X):(Y;Z):(AmX;BmX):(Y;Z)
{AmX=Y @

=
BnX=7ZQ®
=>XNnE=YuZ =X=YuUZ

Soit 'application 7 :

=QuUA(ANX)U(BNX)=(ANY)U(BNY)

=>QUA(ANX)U(BNX)=YUZ =XnN(AUB)=YUZ

On vérifie bien que : x =y Uz est solution de I'équation : f(X)=(Y;Z)
Eneffet: YUZeP(E) et f(YUZ)=(4N(YUZ);Bn(YUZ))
=((AnY)u(4nZ);(BY)U(BNZ))=(Y:Z) Or: (Y;Z)e P(A)xP(B) et AnB=0
Donc:Ycdet ZcB et ANB=U

Donc: AnY=Y et AnZ=ZF et bnY=Z et BnZ=27

Donc: f(YVZ)=(YLB,BUZ)=(Y;Z)

Conclusion : f est surjective

3) Déterminons s -'la bijection réciproque de 1

f est injective et surjective donc bijective

P(A4)xP(B)— P(E)

f(Yuz)=(V;2)evuz=1"(Y;Z) et: [ (1:2) bruz

‘R
Exercice12 : Soit 'application f : - | et Considérons les ensembles : 4=[-3;2] et B=[0;4]
X X2+

1) Comparer les ensembles :

f(AnB) et f(4)nf(B)

2)Quelle condition doit vérifier f pour que : f (AN B)=f(4) f(B)
Solution : 1) On a d'un c6té : 4N B =[-3;2]N[0;4]=[0;2]

Alors : f(AmB):f([O;2]) :{f( )/0<x<2} [1;5]

D’un autre coté, on a : 4=[-3;2]=[-3;0]U[0;2]
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7(4)=f([=32])=f([-30][0:2])

Alors : f(4)=[L10]U[L:5]=[1;10]et f(B)=[0;4]=[1;17]
Il est clair que : f(4)n f(B)=[1;10]N[L;17]=[110]
Donc: f(AnB)c f(A4)nf(B)

A quelle conditionona: f(4)nf(B)c f(4NB) ?

yef(A)mf(B)@yef(A) etyef(B)
=3xed/y=f(x)et W' eB/y=[f(x')

Si: f estinjective, alors x=x'et par suite on a :
:>EIxeA/y:f(x) et EIxeB/yzf(x)

=3xednB/y=f(x) = ye f(4NB)
Conclusion : Si f est injective alors : f(4NB)=f(4)Nf(B)

Exercice13 : Soient E, F et G trois ensemble et soient: f: E — F et g: F — G deux applications.
1) Montrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.

2) Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

3)Que peut-on conclure sur g o f si f et g sont bijectives ?

4) Montrer que si g o f est injective alors f est injective.

5) Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective. 6) Siaprésent f: E —> Fetg:F — E,
déduire de ce qui précede ce que I'on peut dire dans les cas suivants :

a)gef=Ide b)fog=Idr C)fof=1Ide

7) Montrer que si g o f est surjective et g est injective alors f est surjective

8) Montrer que si g o f est injective et f est surjective alors g est injective

Solution : 1) (g © f) (x1) = (g ° f) (x2) = g (f (x1)) = g (f (x2))

= f (x1) = f(x2) Car g est injective

(gof)(x1)=(gef)(x2)= f (x1) = f (x2) = x1 = x2 car f est injective.

Donc g o f est injective.

2)Premiere méthode : Pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective.

Comme pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective.

On en déduit que pour tout z € G il existe x € E tel que :

z=g(f(x)) = g o f(x) autrement dit g o f est surjective.

Remarque : a) D’habitude on appelle y un élément de I'image G mais ici ce pose un petit probléme
de notation parce que I'on va appeler x I'élément de F et on ne saura pas trop comment appeler
I'élément de E, c’est pour cela qu'il est plus malin de I'appeler z.

b) Si on commence par écrire « pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective »
puis « pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective » donc « pour tout z € G il
existe x € E tel que :

z=g(f(x)) = g ° f(x) » cela ne va pas, je vous laisse réfléchir pourquoi.

Deuxiéme méthode : On rappelle que ¢:U — V est surjective si et seulement si (U) =V

Donc f(E) = F et g(F) = G,

Par conséquent g o f(E) = g(f(E)) = g(F) = G et on en déduit que g o f est surjective.

3)Si g et f sont bijectives alors elles sont injectives

et g o f estinjective et si g et f sont bijectives alors elles sont surjectives et g o f est surjective
On en déduit que g o f est bijective.

4) f(x1) = f(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2))

=>gof(x1)=gof(x2)=x1=x2 cargeo f estinjective

Par conséquent f est injective.

5) Premiere méthode : Pour tout z € G, il existe x € E tel que :z = g o f(x) = g(f(x)),

Donc il existe y = f(x) tel que z = g(y)
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Ce qui signifie que g est surjective.

Deuxiéme méthode : Comme g o f est surjective,

geflE)=G e g(f(E))=Gorf(E)cF

Donc : g(f(E)) < g(F)

Comme g(F) c G, celadonne G = g(f(E)) c g(F) c G Dot g(f(E)) = g(F)=G = g(F)=G
Ce qui montre que g est surjective.

6) a) g o f = IdE est bijective (I'identité est bijective)

g ° f estinjective, d’aprés 4°), f est injective.

g o f est surjective, d’aprés 5°), g est surjective.

Remarque : g o f = Idg n’entraine pas que :g = f ~' et que donc f et g sont bijectives.
b) f o g = Idr est bijective (I'identité est bijective)

f o g estinjective, d’aprés 4°), g est injective.

f o g est surjective, d’aprés 5°), f est surjective.

c) f o f = Ide est bijective f o f est injective, d’aprés 4°), f est injective. f o f est surjective, d’apres
5°), f est surjective.

Par conséquent f est bijective et f ™' = f

7) Supposons que : g o f est surjective et g est injective

Montrons que f est surjective

Soit:yeFdonc:g(y)e G

Puisque : g o f est surjective Il existe x € E tel que : (g o f) (x) = g(y)

Donc : g(f(x)) = g(y) et Comme g est injective

Alors : il existe x € E ; tel que : y = f(x)

Donc : f est surjective

8) Supposons que : g o f est injective et f est surjective Montrons que g est injective.
Soit:yeFety’eFtelque:g(y)=g(y’)

Puisque : f est surjective Il existe x ; X' € Etelque : f(x) =y etf(x)=y "

Donc : g (f(x)) = g (f(x))

Donc : (g ° f) (x) = (g © f) (x)

Puisque : g o f est injective alors : x = x’

Donc : f(x) = f(x') C’est-a-dire :y = y’

Donc : g est injective.

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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