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Correction : Devoir librel de préparation pour le devoir surveillé n°1
sur les lecons suivantes :

v Lalogique
v" ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : On consideére les propositions suivantes P:" (Vxe]O;—l—w[):xz >x "

0" (Vae[0;+oo[):l+2aa <1" et R:"P=Q"

1)Donner: P ; O et R

2) Montrer que P est fausse

3) Déterminer la valeur de vérité de : ¢
4) Déterminer la valeur de vérité de : R
Solution :1) P :"(EIxe]O;+oo[):x2 <x"

0 :"(Ja e [0;+0]): 2a_spmet R :"PetQ"

1++a

R :"(Vx € ]0; +00[) Xt > x et(ﬂa € [O;+00[):

21"

1++a
2)Montrons que P est fausse

2

P :"(Elx € ]O;+oo[) x> < x" est vraie car :"[Hx L ]O;+oo[j : (lj Y

2 2 4 2
Donc : P :est vraie et par suite : P est une proposition fausse
3) Déterminons la valeur de vérité de : 0

.= 2a

Ona:p :"(Elae[0;+oo[): 7
Par suite : 0 est une proposition fausse
4) Déterminons la valeur de vérité de : R
Ona: R :"P= Q" avec: P estune proposition fausse et 0 est une proposition fausse
Donc : d’apres le tableau de vérité de : "="
R est une proposition vraie

>1" est vraie car :"(3a =1€[0;+oo[): 2

1

Vx2+1
-1

1

< —x2.

2

Exercice2 : Montrer que : VxeR -1

1 1
1 1— / 241 :(1—\/x2+1)(1+\/x2+1) 12_ /x2+12

—1=

x*+1 Jx2+1 \/x2+1<1+\/x2+1) _\/x2+1+\/x2+12

1 I—x>-1 —x?

2+l \/x2+1+\/x2+12 xP+1+x2+1

2 2

1 —X X
D === "1l= =
one Vx2+1 N2 +1+x2+1] V2 +1+x%+1
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Car x? et/ x*+1+ x*>+1 sont positifs
Ona: x2>0 donc: x2+1>1donc: vx*+1 Z\E c’est-a-dire : Vx2+12>1

De :Vx2+12>1 et x2+1>1par somation on a donc : Vx2+1+x>+1>2

1 1
< _

Donc : =<
X2+l +x2+1 2
2
X <lx2

Donc : <
Nx2+1+x24+1 2

-1

Slxz
2

D'ou :

x2+1

1
Exercice3 : 1) Montrerque: VxeR" ; x+—=>2
X

2) Déduire que : V(a;b;c;a’)e(R“‘)4 a,a b b c c .
b ¢ ¢ a a b
3) Montrer que : V(a;b;c)e(R**)3 Z(a+b+c)(l+%+lJz9
a

C
4) Soit(a;b;c)e(R“‘)3 : ON pose : x=a+d : y:b+l etz=c+ Lt
b c a
Montrerque : x>2 ou y>2o0u z2=2

Solution : 1) Nous raisonnons par équivalence

2
Soit: xeR* : x+122@x +1
X X

S x2+1-2x>0< (x—1) >0; (vraie)

>2<=x2+122x

Donc: vxeR" ; x+122
x

2) Déduction : Soit : (a;;¢;d) e (R™)' :Ona: vxeR" ; xi+lso

=

Donc :

+_—>2 cestadire: %Jrézz
a

SN
SR

De méme on a aussi : £+£22 et de méme on a aussi : é+£

c a c b

[i] +[2] + [3] membre a membre donne :3+3+2+2+5+%26 (Vraie)
C C a a

>2 [3]

3) Montrons que : v(a;b;c)e(R**)3 . (a+b+c)[l+%+lj29
a C

Nous raisonnons par équivalence

Soit : (a;b;c;d)e(]R“‘)4 : (a+b+c)(l+l+l]29<:>l+g+£+é+1+é+£+£+129
a b c b ¢ a c a b

®£+3+2+2+£+£26(Vrale)
b ¢ a c¢ a

Donc: V(a;b;c;d)e(R+*)4 :(a+b+c)(l+%+lj29
a

C
4) Soit(a;b;c) e (R™) Montrons que : x>2 ou y>2 ou z>2
Nous raisonnons par I'absurde en supposantque : x<2 ou y<2 ou z<2
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x=<2(1) (e
y<2(2) = x+y+Z'<8:>(a+l)+(b+lJ+[c+lJ-<8:>(a+l)+[b+l)+(c+lj-<8©
b c a a b c
z=<2 (3)
a+l=2 (1)
Orona: il (e 1 1 1 contradiction avec®©
: b+522 (2) — [“Z}L(“Z]J{”ijg
1
~>2 (3
c+c (3)
Donc: x>2 ou y>2o0u z=2
Exercice4 : 1) Montrer que : |x_1| gl < 2 < _1 g%

2 5 x+1
3

2) Montrer que :vx e R ;x¢J§ etx;t—\/g@\/ﬁil
+x

3) Montrer que V(x;y)eR*: [2x2+5xy +3)?| <3 :>|x+y|£\/3_ ou |2x+3y|£\/3_

Solution : 1) |x—1|sl<:>—ls;c—lsl<:>—l+1£x—1+1sl+1<:>lsxsé
2 2 2 2 2 2

@l+1£x+1£§+1<:>§§x+1£§<:>zg;s%
2 2 2 2 5 x+1 3
Par suite : vxe R |x—1|sl<:>%sLs2
2 5 x+1 3
3
2) Montrer que :vxeR ; =1<:>x:\/§ 0ux:—\/§
V4 -+ x?
3 2
\/4_2:1<:>x/4+x2=3<:>(\/4+x2) =32<:>4+x2=9<:>x2=5<:>x=\/§ ou x=—«/§
+Xx
Parsuite: Vxe R x%./5 et x# -5 < 3 4
44 x?

3) Soit : (x;y) e R’ : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : |x+y|>= /3 et [2x+3y|>= 3 = [2x2+5xy +3y?| >3

|x+y|>\/3_et |2x+3y|>\/3_:|2x+3y||x+y|>\/3—><\/3_
:>‘(2x+3y)(x+y)‘>—3
:>|2x2+3xy+2xy+3y2|>3
:>|2x2+5xy+3y2|>3

Donc : V(x;y)eR® [x+y[= 3 et [2x+3y= 3 =202 +5xy +3y?| -3

Alors : Par contraposition : V(x;y) e R’

|2x2+5xy+3y2|S3 :>|x+y|S\/3_ ou |2x+3y|S\/3_

Exercice5 : 1) Montrer que : VneN ; L'ensemble des restes de la division euclidienne de 7” Par

5est: E={0;1;4}

2) Endéduire que : VkeN ; 5k +12¢N

Solution : 1) Soit » € N : On a : 5 cas possibles seulement pour n
n=>5k ou n=5k+10u n=5+2 ou n=5k+3 ou n=5k+4 aveckeN
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1%cas : n =5k alors n® =(5k)’ =25k” =5x(5k*) = 5k' = 5k'+0

Donc : 0 est le reste de la division euclidienne de »*>Par 5

2¢°cas : n=>5k+1 alors n’ =(5k+1)" =25k +10k +1=5x(5k + 2k ) +1=5k'+1
Donc : 1 est le reste de la division euclidienne de »*>Par 5

3%ccas : n=>5k+2 alors n’ =(5k+2)" =25k +20k+4=5x(5k> +4k)+4=5k'+4
Donc : 4 est le reste de la division euclidienne de »*>Par 5

4%ecas : n="5k+3 alors n’ =(5k+3)" =25k +30k +9 = (25k” +30k +5)+4

n* =(5k+3) =5x(5k* +6k +1)+4=5k"+4

Donc : 4 est le reste de la division euclidienne de »*Par 5

5%°cas : n=>5k+4 alors n’ =(5k+4) =25k +40k +16 =25k + 40k +15)+1

0’ =(Sk+4) =5x(5k* +8k+3)+1=5k'+1
Donc : 1 est le reste de la division euclidienne de »*Par 5
Donc : L'ensemble des restes de la division euclidienne de »*>Par 5 est : £ ={0;1;4}

2)Nous raisonnons par I'absurde en supposant : 3k e N ; /5k+12 e N
Donc: dkeN et dneN; sk+12=n

Donc: 3k eN et dneN; 5k+12=n>

Donc: 3keN et GneN; 5k+10+2=n"

Donc: dkeN et dneN; (k+2)+2=n2

Donc : 3n € Ntel que 2 est le reste de la division euclidienne de »*>Par 5
Nous obtenons donc une contradiction avec la faite que : L’ensemble des restes de la division

euclidienne de n’par5est: E= {O, 1; 4} car 2 ne peut pas étre le reste de la division euclidienne de

n’ par5
k=n

Exercice6 : Montrer que :vVane N* : S, = Z(—l)k (2k+1)=(-1)"(n+1)—1.
k=1

k=n
Solution : Notons P(n) la proposition : "S, = Z(—l)k (2k+1)=(-1)"(n+1)-1"
k=1

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :

S, = Z (2k+1)=(=1)' (2x1+1)=-3 et (-1) (1+1)-1=—2—-1=-3

Donc P (1) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :

S, Z “(2k+1)=(-1)" (n+1)-1

3etapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
k=n+1

Montrons alors que : S,,, = > (=1)" (2k+1)=(=1)"" (n+2)-1 22

k=1

Remarque : (~1)"" =(=1)"x(~1)' =—(-1)"
k=n+1 k=n

Ona:S,, Z( 1) (2k+1)= Z ) (2k+1)+(=1)" (2n+2+1)

k=n
et on a d’aprés 'hypothése de récurrence: S, = > (=1)" (2k+1)=(=1)" (n+1)~1
k=1
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k=n+1

Donc: S, = > (-1) (2k+1)=(=1)" (n+1)=1+(=1)" (2n+3)

k=1
Sy =(=1)" x(=1)(n+1)+(=1)" (2n+3)—1=(-1)" (—n—1+2n+3)—1
S :(—1)”” (n+2)—1 Clest-a-dire : P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrenceona: vne N" :

S—Z( ) (2k+1)=(-1)"(n+1)-1

Exercice7 : Résoudre dans R I'inéquation suivante : (13): «/ﬁ >x-=7

Solution : On cherche I'ensemble de définition de I'lnéquation () : /x —1=x—7 :
D, ={xeR/x-120} =[l;+o]

Le tableau de signe de I'expression x—7 est:

T T -+
1
1

=T — () +

Soitx €[L;+o[ et § 'ensemble des solutions de ()

xeSex-1>2x-7

1cas:si xe[l;7] alors x—7<0
Donc : I'Inéquation est vraie pour tout x € [1;7[
Donc S, =[1;7]

2 cas :si x€[7;+0| alors x—7>0

Donc:xeS<:>\/xT12x—7c>(\/x—1)2s(x—7)2
@x—l—(x2—14x+49)20 < —x2+15x—50=0 <:>xe[5;10] Donc S, :[5;10]m[7;+oo[:[7;10]
Donc : S =S, US, =[1;7[ L[ 7;10] =[1;10]
. {AchBmC
Exercice8 : Monter que : = AcB
A-C=B-C
Solution : On suppose que : AnCcBNC etA-C=B-C

Montrons que Ac B ?

Soit xe 4

SixeC=xeANnC=xeBNC Cest-a-dire : xeB

Si x¢gC=>xeA-C=>xeB-C Clest-a-dire: xeB

Dans tous les cas, on conclutque : A B

Exercice9 : On rappelle que 'on note : AAB=(A\ B) U (B \ A)
1) Montrer que :

a) (AmB)m(m):AmBmE

b) (AmC)m(ﬁ)zAmCmE

2) En déduire que (AN B)A (AN C)=AN (BAC)
Solution :1) a) (AmB)m(FC)=(AmB)m(ZuZ’)=(AmBmZ)u(AmBmE)

:((AGZ)GB)U(AmBmE) Of: AnA=0

:(QmB)u(AmBmE) :®U(AmBmE) car UNB=Y
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=AnBNC car @u(AmBmE)zAmBmE
Donc : (4nB)n(4nC)=4nBNC
b) (AmC)m(m)=(AmC)m(ZuE)=(AmCmZ)u(AmCm_9)
=((4n4d)nc)u(ancnB) OF: 4nd=2
:(QmC)U(AmCmE):QU(AmCmE) car dNC=g
=AnCnB car @u(AmCmE)zAmCmE
Donc : (4nC)n(4nB)=4nCB
2) (4NB)A(ANC)=((4nB)\(ANC))u((4nC)\ (4NB))
=(AmB)m(m)u(AmC)m(M)
=(AmBmE’)u(AmCm§):Am((BmE‘)u(CmJ_B))

= An((B-C)u(C-B)) = 4n(BAC)

Exercice10 : Soit I'application f : 1 Si- x=<0

XHf(x):{l+x si: x>0

1) Déterminer les ensembles suivants : f(R) ; f'l({O}) : f"({l}) : f ({—1}) : f‘l(]l;2])
2) a) f estinjective ? b) f est-elle surjective ?
Solution: 1)a)Ona:

F(R)={f(x)eR/xeR}

Comme : R=R" UR" alors:
f(R)=f(RIUR )= f(R")uf(RY)

Ona: f(R*_):{l} et f(R+):{x+l/xeR+}:[l;+oo[
Ce qui donne : /' (R) = {1} U[L;+o0[ = [1;+e0]

b) /7 ({0})={xeR/ f(x)e{0}} ={xeR/ f(x)=0}

Il suffit alors de résoudre I'équation : f(x)=0

Sur: R réquation : f(x)=0 n’admet pas de solution.
Sur: R* f(x)=0ex+l=0cx=-1¢R"

D’ou : I'équation : f(x)=0 n’admet pas de solution sur R
Donc: [ ({0}):®

c) /1 ({I})={xeR/ f(x)e{l}}={xeR/ f(x)=1]

Il suffit alors de résoudre 'équation : f(x)=1

VxeR" f(x)=1

Sur: R" f(x)=lox+l=1ex=0eR’

On obtient alors : /' ({1}):{0}UR"_ =R"

d) f({-1})={xeR/ f(x)e{-1}}={xeR/ f(x)=-1]

Il suffit alors de résoudre 'équation : f(x)=-1
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Sur: R" I'équation : f(x):—l n’admet pas de solution.
Sur: R" f(x)=-lox+l=-lcx=-2¢R"

D'ou : I'équation : f(x)=-1 n’admet pas de solution sur R
Donc : f'l({—l}):Q

e) /7 (Jk2])={xeR/ f(x)e 2]}

S (L2])={xeR/1<x+1<2}

Il est clair qu’il n’existe pas de réels négatifs ayant une image positive.

VxeR": 1<x+1<2<0<x<1

Ainsi: (]1;2]):]0;1]

2) a) - f n’est pas injective car :

f(=2)=f(-1)=1et -2=-1

b) f n’est pas surjective car par exemple 0 et -1 n’ont pas d’antécédents. En général, tous les
éléments de l'intervalle |-oo;1[ n'ont pas d’antécédents par I'application f.

. , o fR>R
Exercice11 : Soit L’application f :
X x2+2x+2
1) Résoudre I'équation f(x)=0
2) f est-elle surjective ?
3) f est-elle injective ? justifier
4) Déterminer : f([—1;+00[) et /' ([5;10])

Solution :1) f(x)=0&x2+2x+2=0

A=22—4x2=4-8=—4<0

Donc: S=C

2) f(x)=0 ma pas de solutions donc 0 R n’a pas d’antécédents
Donc : f n’est est-pas surjective

3) Méthode : pour les fonctions : f(x)=ax>+bx+c

2=ceR (Ensemble d’arrivé) : on Recoud I'équation f(x) =2
f(x):2<:>x2+2x+2=2<:>x2+2x=0<:>x(x+2):0<:>x:0 ou x=-2

Donc: f(0)=2=f(-2) mais 0=-2
Donc : f n’est pas injective
4) Déterminer : f([—1;+00[) et /™ ([5;10])

a) f ([~L+[) ="
f(x)=x>+2x+2 Déterminons la forme canonique de f (x)

f(x)=(x2+2x)+2=(x+1) 1 +2=(x+1) +1

Remarque : X+ ax :(H%T _(g v [x_gjz ) (%T
F([FL40e]) ={f (x)/ x €[~1;+00[}

xe[-Lto[ @x>-1ox+120a (x+1) 20 (x+1) +121 e f(x)>1
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xe[-L+0o[ < f(x)e[l; 4] Donc: f([—1;+oo[):[1;+oo[
b) £ ([5;10]) :
f’l([5;1()]):{xeR/f(x)e[S;IO]}:{xeR/SSf(x)SIO}
xe f([510]) o xeRer 5< f(x)<10o xeRer 5<(x+1) +1<10 xeR et 4<(x+1)° <9
xef([510]) e xeRer 2<|x+1|<3<2<x+1<30u 2<—x—-1<3<1<x<2 ou3<-x<4
xe [([510]) = 1<x<20u —~4<x<-3<xe[l;2)ou xe[-4-3]
Donc: /' ([5;10]) =[L2]u[-4-3]
:R—{l}—ﬂR*
Exercice12 : Soit 'application g : - .

X = g(x) =
2x—1
1)Montrer que g est une bijection. Déterminer son application réciproque
2) Déterminer g™ ([-5;2])

Solution : 1)g(x)=% : Soient x, eR—{%} et x, eR—{%}

9 9 1 1
= = = =
2x,+1  2x,+1 2x,+1  2x,+1

Ainsi on a montré que g est injective.

2)Soit y € R : Résolvons dans R—{%} I'équation : f(x) =y

=2x, +1=2x, +1 = 2x, =2x, =>X =X,

g(x)=g(x,)

Soit: yeR" : g(x):y<:>%:)M39:y(2x—l) ©9=y(2x-1) ©2xy-y=9
y—

< 2xy=94+y < 2xy=9+y CommeyeR"

9+
& x=-_"Bien défini. On doit aussi montrer que : x= 2+ c R‘{l}
2y N :

C’est-a-dire : On doit montrer que : 92+—y¢% ??
Y
; , . 9+y 1
On raisonne par 'absurde, c-a-d on suppose que 5=
Y

1
92+—y:5©2(9+y):2y<:>18+2y=2y <18=0Ce qui est impossible.
y
On déduit alors : Vy e R” EIxeR—{%}/g(x):y

Ceci signifie que I'application g est surjective.
On a 'application g est injective et surjective, ceci signifie d’aprés un théoreme que 'application g
est bijective.

g(x):y — -1 :9-'__')} 9
1N e x=g"(y) 2y Donc : VxeR™; g7 (x)= =
xeR—{ } -
yeR

2
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1
TR —>R—{—}
& 2

Conclusion :
-1 9+x
X g (0)=——
2x
2) Déterminons : g ([-5;2]) :
9,11
Ona: g (x)= > _2Xx 5
g ([-5:2]-{0}) =g ([-5:0[v]0:2]) = ' ([-5:0[) v g™ (Jos2])
—5Sx-<0:>2xl+lﬁ_—2
x 2 5

0<x£2:££2xl+l
2 x 2

ainsi: & (152])= -3 |
Exercice13 : Soit £ un ensemble et P(E)L’ensemble de ses parties, et soient 4 ; B des parties
P(E)— P(E)xP(E)

X (XU4,XUB)

1)Montrer que 7 n’est pas surjective
2)Montrer que r est injective si et seulementsiANB =

Solution : 1) On cherche un élément de P(E)xP(E)n’admettant pas d’antécédent dans P(E) par

de E. Soit 'application r:

/- Considérons alors le couple (J;J).
f(X)=(2:@)o XUA=XUB=0 ;

Ceci est impossible, sauf si A =B = X = ; ce qui est exclu. Ainsi, f n’est pas surjective.
Remarque Tout couple du type (A’ ,B’ ), ou A’ est une partie de A, incluse strictement dans A et/ou
B’ est une partie de B, strictement incluse dans B, aurait fourni un contre-exemple.
2) On raisonne ici par double implication.
» & : Soient X , X’ € E telles que f (X ) = (X*).
Alors XUA=X UAetXUB=X UB ().
On endéduit: X=XuUgd =X U(A N B) (par hypothése)
= (XU ANXUB)
= (X' U A)N(X’ U B) (d’aprés(*))
=X UANB)=XUuUd ;=X
Dés lors, f est bien injective.
* = : D'une part, f (@) = (dU A; ¢uU B) = (A;B).
D’autre part, f (A N B) = ((A N B)u A;(A N B)u B) = (A;B).
f étant injective, on en déduit: AN B = @;.
On a donc bien : f injective & AN B =0 ;
Exercice14 : Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F.
Soient A ' et B ' deux parties quelconques de F, non vides. Montrer que :
Nf " (A'UB)=fT"(A)Uf-1(B)
2)f7A'NB)=f" (AN f-1(B")
Solution :1) Pourtoutx e f ' (A'UB'), f(x) EA'UB"'
Donc f(x) e A'ou f(x) € B ',
Par conséquentx e f " (A')ouxe f " (B"),
Autrementdit: xe f ' (A')uf T (B")
Onamontréque f '"(A'UB')cf ' (A')Uuf ' (B")
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Pourtoutxe f ' (A')Uuf'"B'):xef " (A")ouxef 1 (B"),

Par conséquent f(x) € A'ou f(x) € B',

Autrement dit f(x) e A'UB',doncx e f'(A'UB').Onamontréque f "(A')Uuf ' (B')cf
T(A'"UB")Finalement f " (A'UB')=f"(A'")Uf ' (B")

2) Pourtoutx € f ' (A'NB"), f(x) EA'NB’

Donc f(x)e A'et f(x) e B ',

Par conséquentx e f ' (A')etxe f ' (B"),

Autrementditxe f ' (A')Nf 1 (B")

On a montré que :

FTA'NB)Ycf ' (A')NF1(B')Pourtoutx e f (A" )NF1(B'),xEf " (A")
etxe f 1 (B'), par conséquent f(x) € A'et f(x) € B', autrement dit f(x) e A'N B’
Donc:xef"(A'NB").

Onamontréque f '(A')Nf'B')cf ' (A'NB")

Finalement f " (A'NB')=f"1A")Nf'B")

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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