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Correction : Devoir librel de préparation pour le devoir surveillé n°1
sur les lecons suivantes :

v Lalogique
v" ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1)PI"Vx€R/x2>O" 2) P: "IxeR/x*-2=0"
3)P:‘v’neN/geN”" 4)P:(VxeR);-1<cosx<l1
5) P:(VneN);(ImeN):n<m 6) P: estpair(IneN) 2n+1

7) P:(Vn eN);x/;eN

8)P:(Vx eR);(Iy eR):y —x >0

9) P: (3x €R);2r +4=0
10)P:(VxeR)(VyeR):x+y<I=x2+)?<2

Solution: 1) P"3dxeR/x* <0"

"J0eR/0°<0" donc: p:"IxeR/x*<0" est vraie
Par suite P:est fausse

2)P "VxeR/x*-2#0"

=2 eR e N2 —2=0"
Donc : P:est vraie

3) P:‘v’neN/geN"
— n
P EIneN/EeN"

aleN/%eN" Donc : P est vraie
Et par suite P:est fausse

4) P:(VxeR);-1<cosx<1
P:(IxeR);cosx>1 oucosx <1
On a P:est vraie

5) P:(VneN);(3meN):n<m
Soit neN(EIm:n+leN):n<n+l
Donc : P:est vraie

P (IneN);(VvmeN):nzm

6) P:(In eN)2n+1 est pair
P:(VneN) : 2n+1 estimpair

P est vraie
Donc : P:est fausse

7) P: (Vn eN);\/;eN
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P (HneN);x/ZéN etona: (HzeN);«EéN

Donc : P est vraie
Et par suite P:est fausse

8) P:(Vx eR);(Iy eR):y —x >0

Soit xeR(Ely:x+leR):y—x>0

Donc : P:est vraie

P :(IreR);(VyeR):y-x<0

9) P:(3lx eR);2x +4=0

2x+4=0=2x=A4x=-"2

(Ax=-2eR);2x(-2)+4=0

Donc : P:est vraie

P (VxeR);2x+4#0 ou (IxeR)(IyeR)/x#y et2x+4=2x+4=0

10)P:(Vxe]R)(‘v’ye]R):x+y£1:>x2+y2£2
]_’:(Eixe]R)(EIyeR):x+y£1 et x>+ y?>2
(Br=—1€R)(3y=-2€R):-1+(-2)<l e (1) +(-2)>2

Donc : La proposition P est vraie par suite : P est fausse

Exercice2 : Montrer a I'aide d’un contre-exemple que les propositions suivantes est fausses :

1)P:"(Vxe]0:1]); <0"

_3
x(1-x2)
2) « Q:(VneN);n?+n+1 estun nombre premier »
3) « R:(VxeR);3cosx #2sinx »

- D n . . 3 n
Solution :1)P: (EIxe]O,l[),x(l_x2>20
En posant : x:le]O;l[ onaura: ;:2:820
2 1 1Y) 3
oy
2
Donc :(alee]o;l[j/ X >0
2 x(l—xz)

Donc : La proposition p: est vraie
Par suite : P est fausse

2)« O: (3n e N);n2+n+1 n'est pas un nombre premier »

(3n=4€eN);42+4+1=21=3x7 N'est pas un nombre premier

Donc : La proposition é: est vraie
Par suite : O est fausse
3) « R:(IxeR);3cosx =2sinx »

(Elx=£eR ;3cos£=2sin2£
3 3 3

Donc : La proposition R : est vraie
Par suite : R est fausse
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Exercice3 : Montrer que : Vx>2 ;Vy23:2\/x—2+4\/y—3:x+y Sx=3et y=T7.
Solution: Soient: x=2 et y=3

2Wx-2+4 y—3:x+y<:>x+y—2\/m—4\/yf320

oVx—2 —2x—2+1+Jy—3 —2x2y—3+2>=0

o (Va—2-1) +(Jy=3-2) =0 & Vx-—2-1=0er Jy-3-2=0
@JxTz:Iet\/)fS:2®x—2:1ety—3:4<:>x:3ety:7

Exerciced : Montrer que : Vne N ; _2t1

2,/n(n+1)

Solution : Nous raisonnons par équivalence

2
Soit: neN :A>]@[A] >]2c>(2n+1)2>4n(n+1)

2«[n(n+1) 2«/n(n+1)

S At +4n+1>4n* +4n<1>0

Et puisque on a : 1>0 est une proposition vraie
-, 2n+1
Alors Vne N ; ST D) >1
Exercice5 : Soient(x;y)eQ’ tels que : 2xy+x*+5)” =16
Montrer que : x#y
Solution : Soient(x;y)eQ’ tels que : 2xy+x*+5y° =16
Nous raisonnons par I'absurde en supposant que :x =y
Commeona: 2xy+x +5y° =16 et x=yAlors : 2xx+x" +5x° =16
Donc : = 8x* =16= x*=2=> x=F+/2 contradiction carxcQ et +y2 ¢Q
Par suite : x#y
Exercice6 : 1) Résoudre dans R I'équation (1): [2x>—x—6|—|x+1-1=0 (1)

2)Résoudre dans R I'équation (2): V3x+4 =x

Solution : 1) On résout d’abord les Equations :
x2—x—6=0 etx+1=0

Les solutions de I'équation :2x>2—x—6=0dans R sont:2 et%?’.

'équation x+1=0admet unique solution : -1

T — =3 -1 2 +x

[
22— + 0 - — 0+

o+l — - III + +

On va Opérer par disjonction de cas :

-3
Premier cas : si xe}—oo;g} alors |2x2—x—6|=2x2—x—6 et |x+1|:—x—1

Donc I'équation (I)devient : (1)< 2x*~x—6+x+1-1=0
(I)=2x2-6=0=x*=3x=— 3oux=3
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et comme : /3 4_00;‘_3} et_ 3 EJ_w;i}
2 2
Donc s, = {~3}

Deuxiéme cas : si xe[_%;_l} alors [2x*~x—6|=—(2x*-x-6) et |x+]]=-x-1

Donc I'équation (1)devient : (1)< —2x>+x+6+x+1-1=0
(1) —2x°+2x+6=0

A=4+24=28>0
L’équation admet deux solutions distinctes :

1+;/Be{—%;—l} Donc : 5, z{l—x/ﬁ}

2

B gt L _1-V13 6t comme ¢ x=
2 2

3ieme cas : si xe[-1;2]

Alors [2x*-x—6|=—(2x*-x-6) et |x+]=x+1

Donc I'équation (1)devient : (1)< —2x2+x+6-x—1-1=0
(1)@4—2}62:0 < x=4+2 ou x:—x/fe[—l;2]

Donc :5, = {12}

4ieme cas : si x e[ 2;+o0]

Alors 2x2—x-6|=2x>-x-6 et |x+]=x+1

Donc I'équation (1)devient : (1) & 2x?—x-6-x-1-1=0

(1) 2x2-2x-8=0 @ x2—x—4=0

A=17>0 ; L’équation admet deux solutions distinctes : x =

1+\/ﬁ , 1—\/ﬁ
et x'= 5

2

1-+/17
2

Finalement : I'ensemble des solutions de 'Equation (1)est :
S=5US,US, US, ={—\/§;1_2JB;J5;”;E}

2) On résout dans R Iéquation (2): </3x+4 = x

On cherche I'ensemble de définition de I'équation (2)

Dz:{xeR/3x+4ZO}:{XER/Xz_i}=[—§;+OO{
3

Soitx € {—§;+oo[

J3x+4 =x<:>(\/3x+4)2 =x> et x>0

S3x+4=x" et x>0
-t +3x+4=0 et x>0
et comme :A:9—4><(—1)><4:25>0

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

I~



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB: 1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

—3+\/g:_ ,_—3—\/5
-2 -2

L’équation admet deux solutions distinctes : x = l et x =4 et comme :

~1<0 er 4> 0 Donc 'ensemble des solutions de L’équation (2)est : S ={4}

n’+4
n*+5

Exercice7 : 1) Montrer que : Vne N ; ¢ N

2)Montrer que : VneN ; Jn*+14 ¢N
Solution : 1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on
peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

2
Méthode1 : Par I'absurde, supposons qu’il existe n € Ntel que : n2 +: eN
n°+
C'est-a-dire : IneNet ImeN tel que : ”j*‘s‘ -m
n+

2
2 _ 2 n +5
=n +4_m(n +5):> 424_4
etcomme: n’ +5>=n*+4

C'est une contradiction car si 7’ +72
n +4

Alors: n’+5<n’+4 =5<4

L n+2
Ceci signifie que : VrneN ; ¢ N
n+3
Méthode2 : direct: Ona: neN donc n* +4=<n’+5
2
Donc 0<n2+4<1
n +5
n’+4

Donc : ¢ N car un nombre strictement compris entre deux entiers consécutifs :0 et 1 ne peut

n*+5

pas étre entier
2) Par I'absurde, supposons qu’il existe n» € Ntel que : Vn?+14 N

Cest-a-dire : GneNet ImeN tel que Vi +14=m

Ni2+ld=m=n*+14=m’ =>m>—n" =14=2x7 :>(m—n)(m+n):2><7

—=m—n et m+n des diviseurs de 14 et D, ={1;2;7;14} avec : (m—n )+(m+n)=2m paire
Impossible de trouver : m et n

C’est une contradiction
Ceci signifie que : VneN ; Jn2+14¢N

2 2 2
Exercice8 : 1) Soit neN: On pose :U, =(1+1)2x(1+lj X(Hlj x...x(1+ : j
3 5 2n+1

2
1)a)Montrerque: VneN ; y =U (1+ ! j
" ! 2n+3

b) Montrerque : Vne N ; U, >2n+3
2) Montrer que : VneN; n(n+1)(n+2) estdivisible par 6

2
Solution :1) a) Montrons que : VrneN ; U  =U, [1+2 ! 3)
n+

Y (Y Y Y
Soit: ne N ZUH+I=(1+1)2><(1+—j x(l+—j x,,,x(1+ j x| 1+
3 5 M+l 2(n+1)+1
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1Y (1Y 1Y 1Y
U”H:(l-l—])Qx[l-l-—j x(l-l——j x,,_x(l-l— j x(1+ j
3 5 2n+1 2n+3

=U,
1 2
Donc:u,  =U, x(l+ J
2n+3

b) Montrons que : VneN ; U, >2n+3
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons :
Uy=(1+1) =4 et 2n+3=2x0+3=3 et U, >2x0+3
Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : U, >2n+3
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : U, | ~2(n+1)+3

C’est-a-dire : Montrons alors que : U , > 2n+5

n+l

2 2
Ona:U,  =U, (1+ j etcomme : U, >2n+3 alors: U, >(2n+3)(1+ 1 j

2n+3 2n+3

2 2
Puisque : (2n+3)[1+ ! J :4(n+2) =2n+5
2n+3 2n+3

Donc: U, >2n+5

Conclusion : D’'aprés le principe de récurrence on conclut que : VreN ; U, ~2n+3
2) Montrons que : VneN; n(n+1)(n+2) estdivisible par 6

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 0(0+1)(0+2)=0 est divisible par 6

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Soit: ne N

Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : Ik e N/n(n+1)(n+2) =06k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k'eN/(n+1)(n+2)(n+3)=6k" ?7?

(n+1)(n+2)(n+3)=n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2) =6k+3x2k" car (n+1)(n+2) est pair
=6k+6k'=6(k+k')=6k" k"eN

Conclusion : D’apres le principe de récurrence on conclut que :

VneN; n(n+1)(n+2) estdivisible par 6

Exercice9 : On considére dans Z les deux parties suivantes :
2 _
AZ{XEZ/MGZ} et B={er/x+10 EZ}

2x— x-5
10 15
1)a) Montrer que (VxeZ—{5}) 22 - 14—
) ) g ( re { }) x=5 x=5
1)b) Montrer que (‘v’er)wzbc—l—i— )
2x—1 2x—1

2) Déterminer: A ; B; A-B;B— A4 et AAB en extension
3)On admet que I'opération est associative dans I'ensembles des parties de Z : P(Z)

Résoudre dans P(Z) I'équation : AAX =B
Solution : 1) a) il est aisé de voir que :

x+10 15
(VXEZ—{S}) 5 =1+E

1) b) il est aisé aussi de voir que
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9 (2x-1)+9  4x2-4x+10

(Ver)Zx—H =+
2x-1 2x-1 2x-1
2) Détermination de : 4 ?
4x*-4x+10 2_
Ona: A:{er/#EZ} et (‘v’er)2x—leZ et w:Zx—l-l— 2
2x-1 2x—1 2x—1
En déduit que : (YxeZ) ; xeA(:}WeZ
y—

&S 2x -1+ el < e 7. < 2x—1divise9

2x—1 2x—1

& 2x-1e{-9-3;-1;1;3;9} < 2x e {-8,-2;0;2;4;10}
& xe{-4-1,0;1;,2;5} Donc : 4={-4-1;0;1;2;5}
Détermination de : 8 ?

Soit x € Z de fagon analogue nous pouvons écrire :
x € B << x # 5etx —5Sdivisel 5

& x-5e{-15-5-3-11;3;515}

& xe{-10;0;2;4;6;8,10;20}

Donc : B={-10;0;2;4;6;8,10;20}

Déterminationde : A—B;B—A4 et AAB ?
A-B={-4-10;1;2;5} - {-10;0;2;4;6;8,10,20} = {-4;-L; 1,5}
A-B={-10;0;2;4;6;8,10; 20} ~{-4;-1;0;1;2;5} = {~10;4;6;8;10;20}
AAB =(A-B)U(A4-B)={-10;4,6;8,10;20;,—4;-1;1;5}
3)Résolution dans P(Z) de 'équation : 4AX =B
On trouve : X ={-10;4;6;8;10;20;—4; - 1;1;5}

Exercice10 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .
{B—A:C—A

Monter que : =>B=C

ANB=ANC
Solution : On suppose que : B—4=C—-A4 et ANB=ANC
<) Montrons que B C ?
Soit xeB
Sixed=>xeB et xeA=>xec ANB

=xeAnC car: AnB=A4AnC
C'est-a-dire: xeC
Sixgd=xeB-—-A=>xc(C—-A Cest-a-dire: xeC
Dans tous les cas, on conclutque : Bc C
D) Montronsque Cc B ?
La méme démarche car B et C jouent des roles symétriques.
Onadonc: BcCetCcB
Conclusion: B=C
f:R">R

Exercice11: Soit 'application : \/;_1

X
\/;+3

1) Montrer que f n’est pas surjective
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2) Montrer que f(R")= [—%;1{

1
3) Montrer que f est une bijection de R*dans {—g;l[ et déterminer sa bijection réciproque

Jx-1
Solution : 1 X)=
V)=
Soit yeR : Résolvons I'équation : f(x) =y

Pour: y=1ona: 0=+1 absurde

Puisque I'équation f(x) = 1 n’admet pas de solution
Donc : f n’est pas surjective

a1l Jx+3-3-1 Jx+3 4
\/;+3 \/;+3 \/;+3 \/;+3
4

Donc : f(x)zl—m ; VxeR*

2) Soit xeR* ; f(x)

Soit xe ' =x20=/x>0=>x+3>3

Inversement : Soit ye {—%;1{
Résolvons I'équation : f(x) =y

f(x):y®£;;=y®ﬁ—1:y(ﬁ+3)

3y+1
@\/;—y\/;=3y+lc>\/;(l—y)=3y+l<:>\/—: ly
-y

1
et Puisque y {—5;1[

Alors : —%Sy-<1:>—1£3y-<3:>0§3y+1 et 1-y>0
3+l
-y

2
Par suite : «/;:Max: 3+l >0
I-y I-y
Donc : il existe un xe R*tel que : f(x) =y

Donc: ye{—%;l{:yef(R*)

>0

Donc :
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Donc : [—%;l{cf(R*)par suite : f(R*){—%;l[

1
3) Soit y e[—g;l[ : Résolvons I'équation : f(x) =y
3p+1)
La méme demarche donne : f(X)=y<Z>x=[ly_—yj 20
Donc : Vye[—%;l{;ﬂlxeﬂ%* [f(x)=y

1
Conclusion : f est une bijection de R*dans {—5;1{

Exercice12: Soit les applications suivantes :

R—>R N> >N R*> > R?
: , g h
x > sin(x) (m;p)>n+p (xy)>(x+3y 5 x—Y)
1) a) f est-elle injective ? b) f est-elle surjective ?

2) Montrer que g est surjective
3) Déterminer : g (N?)
4) Déterminer : g~' ({2})
5) g est-elle injective ?
6) Montrer que % est bijective
7) Déterminer : #~'
8) Déterminer : #(1R*) et 7' (R”)
Solution: 1) a)Ona: f(0)=sin0=0 et f(7)=sinz=0
Donc::30eR ; IzeR : f(0)=f(7) Mais 0= 7
Donc : f n'est pas injective
b) Si je trouve : ye R quin’a pas d’'antécédent dans R on peut affirmer que f n’est pas surjective.
Sije prends: y=2 ll n’existe pas :xeR tel que : sinx=2
C’est-a-dire : 2 n’a pas d’antécédents
Donc : f n'est pas surjective.

N’ >N —
2)g: Montrons que g est surjective.

(n;p) —>n+p
g est surjective si et seulement si tout élément de N admet au moins un antécédent dans NxN
C'est-a-dire : v p eN ; 3(n;m) e NxN
Tel que : g(mm)=p cest-a-dire: n+m=p
Soit: peN
Si: p=0alors: 0+0=0=p
Donc : 3(0;0) eNxN telque: 0+0= p
Si: p=0alors: p=1Alors: (p—1)+1=p

Y— m

n
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Il suffitde prendre : n=p—1car: m=1
Donc: 3(n=p-Lm=1)eNxN tel que : n+m=p
Cest-a-dire : v p eN ; 3(mm)eNxN ; tel que : g(mm)=p
Donc : g est surjective.
3) Déterminons : g (IN?)
Puisque : g est surjective alors : g(Nz) =N
4) Déterminons : g ' ({2})
(n;m)eg_l({2})<:>(n;m) e NxN et g(n;m)=2
<:>(n,m) eNxNetn+m=2

e (mm) €{(0:2):(2:0):(L1)§
Donc: g™ ({2}) = {(0:2):(2:0);(1:1) }
5) o :Nz —>N

(msp)>n+p

Ona: g(0;2)=g(1;1)=2 et (0;2) =(L1)
Donc : g n’est pas injective.
R* > R?
. (x;y)H(x+3y ; x—y)
Soit: (zt) eR*; 3?(x;y)eR’tel que : h(x;y)=(z1) 22
h(x;y)=(zt)e (x+3y s x—y)=(z1)

6) A Montrons que # est bijective :

AN\ _z+3t R

x+3y =z 4y =z—t y = 1 x = 2 €
= N = B .y = ; = ;

ATy Y= x:y+t:ZT+t y :Z4 eR

V(z;t) eR*; EI!(x;y)eR2 Tel que : h(x;y):(z;t)
Donc : # bijective

7) Déterminons A lla bijection réciproque de
f est injective et surjective donc bijective

R? > R?

(x;y)H(erfy;x;y)

8) Déterminons : /2 (R>)et 7' (R?)

Donc: A ' :

Puisque : zet 2~ sont surjectives alors : n(R*)=R> et ' (R?) =R

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

L
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