http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

1er BAC Sciences Expérimentales BIOF
1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°7 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.
1)P- (I eR);(vxeR):x* 210y

(VxeR)(Elye]R)/x+y>2

R: (VxeR)(IveR)/x*+y<xy

(EIxeR)(VyeR)/x+2y<l

(Va € R)(Elb € R) / a*+2b* > 4ab
Solution : 1)P: (IyeR);(VxeR):x* 210y

Il suffit de prendre : =0 donc: (Iy=0€R);(VxeR):x*>10x0
Donc : P: est une proposition vraie

P: (VyeR);(IxeR):x* <10y

2) 0: (Vxe]R)(ElyeR)/x+y>2

Soit: xeR : x+y>2 signifieque: y>2—x

Il suffit de prendre : y=—x+3

Onaalors: x+y=x+-x+3=3>2
Donc : ¢ est une proposition vraie

Q: (EIxeR)(VyeR)/x-l—ySZ

3) R: (VxeR)(IyeR)/x*+y<xy

R: (EIxeR)(VyeR)/x2+y>xy

Onprend : x=1 onadonc: (VyeR)/1+y>y (vraie)

Donc : R: est une proposition vraie par suite : R: est une proposition fausse.
4) §: (IreR)(VyeR)/x+2y<I

5: (VxeR)(IyeR)/x+2y>1

Soit: xeR : x+2y >1 signifie que : y>%(l—x)

Par exemple on prend : y =%(1—x)—|—1

Onadonc: x+2y=x+1—-x+2=3>1

Donc : (‘v’xeR)(Elyzé(l—x)+le Rj/x+2y ~1 vraie

Donc : s: est une proposition vraie par suite : § est une proposition fausse.

5 T: (VaeR)(EIbeR)/a2+2b2>4ab

Soit: aeR (fixe) : a*>+2b* > 4ab signifie que : 2b6*—4ab+a? >0 (considérer comme une inéquation
du 2 ieme degré avec variable b = A=16a4>-8a*=8a?>0 = l'inéquation admet au moins une
solution.

(Faire un tableau de signe)
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(Elb € R)/a2 +2b* > 4ab est vraie.

Donc : T est une proposition vraie

Exercice2 : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1)P: (VXER);(V)/eJR)xSy:nczSy2

2)0: (Vxe[l.+oo[);(‘v’ye[1.+oo[)x><y:1:>x:y:1

3)R: (VxeR+)m+\/;Zl

Solution :1) KQQIT"VQC)P/\Q

P: (IreR);(IyeR)x<yet x* >y
(Ir=-2eR);(Fy=-1eR)-2<-let (-2) = (-1)

On a: P estvraie car par suite : P est une proposition fausse.
2)0: (Vxe[l.+oo[);(Vye[l.+00[):x><y=l:x:y=l

Soit : (x;y)e([l.+oo[)2

Montrons : xxy=1=x=y=1

Supposons : xxy =1 et Montrons : x=1 et y=1
Par 'absurde Supposons : x#1 ou y =1

puisque (x;y)e([l.+c>0[)2 alors: x>1ouy>1 etdonc: xy>1 absurde
Donc: x=y=1
Donc : Q:(Vxe[1.+oo[);(‘v’ye[l.+oo[):x><y:1:>x:y:1 est vraie

QZ (Elxe[1.+oo[);(3ye[1.+oo[):x><y:1 et( x#louy=1)
3)R: (Vxe]R*)\/me\/;Zl

Soit: xeR* 2x20=+x20

Soit: xeR* = x20=> x+12 1= Jx+1241=Jx+121

\/;20 et Yx+121=> x+1+\/;21+03\/x+1+\/;21

Donc : R est vraie

Exercice3 : Soit xeR Montrer que : |x—]| < @ 2 < L < 2

5 x+1 3

Solution : Nous raisonnons par équivalence |x—l|SE@—%Sx—lS%Q—%+2Sx—l+2S%+2

<:>§Sx+1£§<:>z<L<z

2 2 5 x+1 3

Exercice4 : Soient a etb deux réels
3 3

2+a 2+b
_|6+36-6-34]
(z+b)(z+a)\

Montrer que : a€[0;2] et be[0;2]:>%|a—b|£ |a b|

SN E
2+a 2+b|

3b-3a
2+b 2+a

2+b)—3(2+a)

b)(2+a)
B
|

Solution : 1)

3_3_
2+a 2+b

Donc:

2+b 2+a
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3 3| Plp-e 3Ja-p
2+a 2+b| |(2+b)(2+a)| [2+5)(2+a)|
Oron a: a€[0;2] signifie 0<a<2
Etona: be[0;2] signifie 0<h<2
Donc: 2<2+a<4et2<2+b<4
Par suite : 4<(2+b)(2+a)<16
Cest-a-dire : [(2+b)(2+a)|=(2+b)(2+a)
Eton aaussi: iﬁégl
16 (2+b)(2+a) 4
3|a—b|< 3|a—b| <3|a—b|
16~ (2+b)(2+a)” 4
B I PPN
2+a 2+b| 4
Exercice5 : Soient xe R™ ; y e R™

Donc : Car: [b—a|=|a-b|

Donc : car: 3|la—b/>0

Par suite : i|a —b|<
16

On pose : A=(1+l)[l+lj ;o x+y=1 eta=L
Q" T

1) a) Montrer que : (‘v’(x;y) e (rR™ )2): x;y

> (linégalité arithmético-géométrique)

b) Déduire que : l+122a
Xy

2) Montrer que : AZ(a+1)2

3) Déduire que : (1+1](1+1J29
)\

Solution : : 1) a) Soit (x; ) € (R )2

x+y2\/5<:>x+y22\/;\/;<:>\/;2+ y2—2\/;\/;20<:>(\/;—\/;)220 Proposition vraie

2

Donc: (‘v’(x;y) S (R*+)2): X1y Z\/E

2

2) Soit(x;y) € (R“ )2
Ona: (‘v’(x;y) e (R™ )2): HTyz xy et puisque : iERH et iERH on appliquant cette

inégalité
L

+
Onadonc: XY > lxl c’est-a-dire : l+122\/I donc: l+122L et comme : a=L
2 \/x ¥ Xy xy Xy \/E \/E

Alors : l+122ar
Xy

2) Montrons que : Az(a+1)2

Ona: A=(1+1J[1+1]=1+[l+lj+L et comme : l+122a et a=L<3cﬁ=i
)y x y) x oy S xy

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

[$8]



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB

Donc : 1+[l+l]+L21+2a+a2 c’est-a-dire : AZ(a+l)2
Xy, Xy

3) Déduisons que : (1+lj(1+l)29
X Y

Ona: 4>(a+l) cest-a-dire : (1+lj(1+1]2(a+1)2
x y

Orona: x+y:1etx+Ty2 xy donc:%z xy:L223a22

NED

(1%)(1%]2@“)2 :{1%)(1%)2(2“)2 :(1%)(1%}29

Exerciceb : Montrer que : VxeR" x#0=x+1 ¢1+§

Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : /x+ =1+§:>x=0 ?7?

Soient: xeR* ;Ona:

2

2
2
Jx+1 :1+§:>(\/x+1) :(1+§J :>x+1:1+x+x2

x2
:():X =0=x>=0=x

Donc : vxeR" ; \/x+1:1+§:>x=0
Donc par contraposition on déduit que : VxeR" x 0= x+1 ¢1+§

Exercice7 : Montrer que : VaeR

a* +84° +184> +8a >3 :>a+2>\/3+\/5—\/§

Solution : Soita e R : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : a+2<43++/5-2 = a*+84’+184’ +8a<3 ?
2
a+2<3+5-+2 :>(a+2)2$\[3+»\/5—«/§ S a’+4a+4<3+5-2

2
=a*+da+1<1Y5-2 :>(a2+4a+1)231\/5—x/§ —=a* +16a+1+84° +8a+2a> <5-2 <3

Donc: a+2<+3+5-v2 =a*+8a°+184*> +8a<3

Alors : Par contraposition : : VaeR a*+8a°+18a*+8a>3 = a+2> \/3+\/5—«/5

Exercice8 : Ecrire les réponses aux questions suivantes, portant sur des entiers naturels, sous

La forme de proposition mathématiques (écrites avec les symboles “V”, “et”, “ou”, “=”, “=”) et
les prouver.
1) Le produit de deux nombres pairs est-il pair ?
2) Le produit de deux nombres impairs est-il impair ?
3)Le produit d’'un nombre pair et d’'un nombre impair est-il pair ou impair ?
4) Un nombre entier est-il pair si et seulement si son carré est pair ?
Solution :1) Oui : P:V(n;m)eN2 N ,m pairs = nxm pair
Démonstration : Soient (n;m) e N
n,mpairs =>3keN/n=2k et Ik'e N/m =2k’
http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB 4
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= dkeN ;dk'e N/ nxm=2kx2k’

=3k"eN/nxm=2k" avec: k" =2kk'eN
= nxXm pair

2) Oui : Q:V(n;m)eNZ: n ,mimpairs = nxm impair
Démonstration : Soient (n;m) e N
n,m impairs = 3dkeN/n=2k+1 et Ik'e N/m=2k"+1
=3keN;3k'eN/nxm=(2k+1)x(2k'+1) = Jk e N ;3k'e N/ nxm = 4kk’ + 2k + 2k’ +1
= 3k"eN/nxm=2(2kk'+k+k")+1=2k"+1 avec : k" =2k’ +k+k' eN
= nxm impair
3)Le produit d’'un nombre pair et d'un nombre impair est pair
R:V(n;m)eNZ: n pair et m impair = nxXm pair

Démonstration : Soient (n;m) e N
n pair et m impair = 3keN/n=2k et Ak'e N/m=2k"+1

= 3ke N ;3k'e N/ nxm=2kx(2k'+1)=2(kx(2k'+1))

= 3k" e N/nxm=2k" avec : k" =kx(2k'+1)eN

= nxm pair

4) Oui: E:V(n;m)eN*: n pair < n? pair

Démonstration : Soit neN

a)=) n pair =3keN/n=2k =3keN/n>=(2k) = 4k>=2x(2k> ) = 2k" avec: k'=2k’eN
=>n?* pair

b) «<=)Montrons que : V(n;m)eN’: n* pair =n pair

il suffit de montrer sa contraposé

Montrons que : V(n;m) eN*: nimpair =>n?* impair

Soit neN : »n impair =3keN/n=2k+1

= ke N/n?=(2k+1) =4k +2k+1=2x(2k* +k )+1=2k'+1 avec: k'=2k"+k eN
= n? impair

Alors : V(n;m)eN*: n? pair =n pair

Par suite : E:V(n;m)eN*: n pair < n? pair est vraie

Exercice9 : Soient(x;;z)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12
Montrerque : x#y OU y#z OU z#X

Solution : Soient(x;y;z)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12

Nous raisonnons par 'absurde en supposantque :x=y et y=z et z=x

C’est-a-dire supposantque : x=y=z

Commeona: x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12 et x=y=z

Alors : x(x+x)+x(x+x)+x(x+x)=12

Donc : 2x% +2x> +2x° =18 = 6x” =12 = x’ =2 = x = 742 contradiction carxe Q et +2 ¢Q
Parsuite: x#y ou y#z ou z#x

Exercice10 :1) Montrer que : VneN ; (4n+1)2 <16n*>+8n+3 < (4n+2)2

2) a) Endéduire que : VneN ; J16n2+81+3 ¢ N
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b) Montrer que : Vne N ; \/n2+\/4n2+\/16n2+8n+3 ¢ N
Solution :1) Comme : 16n>+8n+3=((4n)>+2x4n+1)+2=(4n+1)>+2

etcomme : (4n+1)" < (4n+1)" +2

Alors : (4n+1)" <16n2+8n+3

Calculons (4n+2) : (4n+2)" =(4n)?+2x4x2n+4=16n>+16n+4
Comparons : (4n+2)2 et 16n>+8n+3 :

(4n+2)" (1612 +8n+3) =161 +16n+4 1672 ~8n—3=8n+1>=0

Alors : VneN :(4n+1)° <16n2+8n+3 <(4n+2)°
2) a) Déduisons que : VneN ; Ji6n*+81+3 ¢N
Ona: VneN :(4n+1)’ <16n*+8n+3<(4n+2)

Donc: Vne N 4n+1<+16n>+8n+3 <4n+2etcomme : 4n+2=(4n+1)+1

Donc : +16n*+8n+3 est compris strictement entre deux entiers consécutifs : 4n+1et 4n+2
Parsuite: VneN ; i6n2+8n+3¢N

b) Montrons que : VrneN ; an+J4n2+Jm ¢ N

Ona: VneN :4n+1<+16n*>+8n+3 <4n+2

Donc: 4n*+4n+1<4n*+16n*>+8n+3 <4n*>+4n+2

Donc : (2n+1)" <4n2+/16n>+8n+3 < 4n2+4n+2 < 4n>+8n+4

Donc : (2n+1)2 <4n*+J161n>+8n+3 < (2n+2)2

Donc : 2n+1</4n2 + 1612 +8n+3 <2n+2

Donc: n2+2n+1<n2+\/4n2+\/m<n2+2n+2

Donc : (n+1)2—<n2+\/4n2+\/m—<n2+2n+2—<n2+4n+4:(n+2)2

Donc: n+1<\/n2+\/4n2+\/l6n2+8n+3 <n+2

Donc : ce nombre est compris strictement entre deux entiers consécutifs : n+1et n+2 :(n+1)+1

Par suite : Ve N ; \Jn2+Jan* + J16n2 18143 N

Exercice11 : Montrer par récurrence que : pour tout entier n>1: 2" > n

Solution : Notons P(n) La proposition : « 2" > n »

1étapes : Initialisation : Pour n=1:2' =2 donc 2' =1

Donc P(1) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: n>1 : Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : 2" > n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 2" =n+1 2?2

Ona: 2" =2x2" = 2n(par hypothése de récurrence)
etn=21=2n=n+n=n+1

On en déduit que ;: 2" = 2n>n+1 cest-a-dire : 2" = n+1ce qui montre le résultat souhaité.
Donc P(n+1) est vraie.

On conclut par récurrence que : n>1: 2" > n

Exercice12 : Montrer : Vn eN"; 5" = 3" + 2"

Solution : Montrons que : Vrn eN"; 5" > 3" + 2"
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1étapes : I'initialisation : Pour n=1 nous avons 5' =1>3'+2' =5
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: n € N*

Supposons que P(n) soit vraie

C'est-a-dire : 5" > 3" + 2"

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 5"*' > 3" 42"

Ona: 5" >3"+2"donc: 5" x5>3"x5+2"x5
Donc: 5" = 3" x(3+2)+2"x(2+3)

Donc: 5" > 3" +3"x2+2"" +2" x3

Donc : 5" > 3" 4.2 +(2” x3+43" ><2) >3

DonC . 5n+1 > 3n+1 + 2n+1
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence ona : Vn eN*; 5" > 3" + 2"

2 2 2
Exercice13 : 1) Soit neN: On pose :U :(1+1)2x(1+1j x(ni) x...x(1+ ! j
! 3 5 2n+1

2
1)a)Montrerque: VneN ; uy  =U (1+ ! j
" ! 2n+3

b) Montrer que : VneN ; U, >2n+3
2) Montrer que : VneN; n(n+1)(n+2) estdivisible par 6

2
Solution :1) a) Montrons que : VneN ;U  =U, (1+2 1 3)
n+

1Y (1Y 1Y LY
Soit: neN ZUn+l=(1+1)2><(l+—j x[1+—j x...x[l+ ] x| 1+
3 5 2+l 2(n+1)+1

0y (1Y 1Y 1Y
UM:(1+1)2>< I+=| x| 1+=| x..x| l+——| x| 1+
3 5 2n+l 2n+3

=U,
1 2
Donc:u,  =U, X(1+ j
2n+3

b) Montrons que : VreN ; U, >2n+3
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons :
Uy=(1+1) =4 et 2n+3=2x0+3=3 et U, »2x0+3
Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : U, >2n+3
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : U, »2(n+1)+3

n+l

C’est-a-dire : Montrons alors que : U, =2n+5

n+l

1
2n+3

Ona:U,  =U,|1+
2n+3

2
j etcomme : U, ~2n+3 alors: U, >—(2n+3)(1+

2 2
. 4(n+2
Puisque : (2n+3)| 1+ ! = (n+2) =2n+5
2n+3 2n+3
Donc: U  >2n+5

n+l

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence on conclut que : VneN ; U »2n+3
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2) Montrons que : VneN; n(n+1)(n+2) estdivisible par 6

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 0(0+1)(0+2)=0 est divisible par 6
Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Soit: ne N
Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Ik eN/n(n+1)(n+2)=6k
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3k’ e N/(n+1)(n+2)(n+3)=6k" ?7?
(n+1)(n+2)(n+3)=n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2) =6k+3x2k’ car (n+1)(n+2) est pair
=6k +6k'=6(k+k')=6k" k"eN
Conclusion : D'apres le principe de récurrence on conclut que : VrneN; n(n+1)(n+2) estdivisible
par 6

2
x|x"—4
Exercice14 : Résoudre dansR ['équation suivante : |‘ 2| ‘:2
x_
x4 I . N
Solution : W =2 :a) On va déterminer le domaine de définition de I'équation :
x_

Cette I'équation est définie si et seulement si x—2=0

x-2=0 & x> =4 < x=2Donc: D,=R-{2}

b) Résolvons I'’équation : étudions le signe de : x—2
r |—o0 2 400

r—2| — lj +

On va Opérer par disjonction de cas :

Si x>2 alorsx-2>0 par suite : |x—2|=x-2

2
. . -4 L
Donc : I'équation devient : x((x 2)):2 & x(x+2)=2 cest-a-dire : x> +x-2=0
»

Calculons le discriminant réduit A’ =b"> —ac de 'équation : A’ = —ac=1+2=3>0

Comme A’ > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes Lx = Sy —_1-3 et
a

xzz_bz = =-1+3

Tous les deux ne sont pas supérieursa2  donc : S, =&

Si x<2 alorsx-2<0 donc : |x—2|=-x+2

A Q. : x(x*-4) R s
Donc : I'équation devient : sz qui signifie que: x(x+2):—2 c’est-a-dire : x> +2x+2=0
(x—
Calculons le discriminant réduit A'=5" —ac de 'équation : A'=b"? —ac=1-2=-1<0
CommeA' <0, I'équation ne posséde pas de solutions
Donc : S, =& Parsuite: S=85,US,=0

Exercice15 : Résoudre dans R ; 'équation suivante : vx—1=x

Solution : Remarque : La relation a=b< a>=5? n'est pas vraie si les deux nombres sont de
signes contraires.

a) L’équation est définie si x—1>0 Signifie que : x>1

L'équation est donc définie sur : D, =[1,+o[
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b) Je travaille par équivalence en m’assurant que les deux membres sont positifs avant d"élever
au carré.

Vil=x & Jx-1 =x’ et x>0
Sx-l=x’et x>0 x*—x+1=0 et x>0
Le discriminantde : x> —x+1=0 est: A=(—1)2—4><1><1=1—4=—3<0 donc pas de solutions

Par conséquent : S=C
Exercice16 : Résoudre dans R I'inéquation suivante : 1) (11): 1-X = !
4 1+ x
Solution : Soit § I'ensemble des solutions de(E)et x € |-1;+%]
4—x 1

Ona:xeSeo—>
4 Jl+x
1cas :si xe[4+0] alors 4-x<0 donc s, =

2 cas:si xe|-L4][ alors 4—x>0

2 2
Donc : 4-x ! (4_)6) >( ! j <:>x(x2—7x+8)>0

- o
4 l+x 4 N
a -1 () @ 4 ﬂ +x
I - | + + + t
22-Tr+8 + + 0 = - +
2 12-Tr48) - | - [|| - - | +
—4/1
x(x2—7x+8)>—0<:>xe}0;7 7}
2
7-J17
Donc : Sz = ]O; }
2
Donc: S=S,US, = }0;7_7 ‘17}

2
Exercice17 : Résoudre dans R” et discuter suivant le paramétre m le systéme suivant :
{(m+l)x+3y=m 0

3x+(m+1)y=2
Solution : 1) On utilise la Méthode des déterminants
On calcule le déterminant du systéme (/)
m+1 3

=(m+1)x(m+1)=3x3=(m+1)" =3’ =(m+1-3)(m+1+3) = (m—2)(m+4)

3 m+1
A=0 Signifie que : (m—2)(m+4)=0Signifie que : m—2=0 ou m+4=0
A =0 Signifieque : m=2 ou m=—4
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PROF: ATMANI NAJIB
lere cas:siA#0 Cest-a-dire: m=2 et m=—-4 Alors le systéme (I)admet un couple solution

m 3
unique : A, ‘2 m+1 _m(1+m)—6_ m*+m—6 _(m—2)(m+3)_m+3
A T (m-2)(m+4) T o1 (m-2)(m+4) (m-2)(m+4) m+4
m+1 m
:i: 302 =2(l+m)—3m= —(m-2) _ 1
VTN T m-2)(m+4) (m-2)(m+4) (m-2)(m+4) m+4

Donc: S= (m”;—;j
m+4 m+4

2ere cas:SiA=0 c'est-a-dire: m=2 ou m=—4

3x+3y=2

Si m=2 onremplace M par 2 on trouve : { qui est équivalenta : 3x+3y=2

3x+3y=2
Dans ce cas résoudre le systeme c’est résoudre I'équation 3x+3y =2

3x+3y =2 est équivalenta: 3y =2—-3x Signifie que : y:%—x

Alorson a: Sz{[x;%—xj/xeR}

) —3x+3y=-4
Si m =—4 on remplace m par -4 on trouve :

3x-3y=2
3x-3y=4

impossible Donc: S=¢
3x-3y=2

Qui est équivalent a : {

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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