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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°6 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS
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Exercice 1 : On considére les assertions suivantes p :"(Vxe]0;+oo[):1+x22\/; et .

0 :"(Vxe]0;+oo[):x+l>2 ou x*+x=<1"
X

1) Montrer que P est une assertion vraie

2) Déterminer : P~

3) Montrer que QO est une assertion fausse

by 1
+ x? 5

Solution :1) Montrons que P :"(Vxe]0;+oo[):1+x22\/; et S

a) Soit : x € |0;+ ; Montrons que : 1+x>24x

1+x—24x =(J})2 ~ 2 x1+12 =(\/§—1)2 >0

Donc : (Vx o, +oo[) 1+x>2+/x est vraie
n . . x 1 n
b) Montrons que "(vx e ]0;+[): e SE

Soit : x € |0;+o0[ ; Montrons que :

x 1
I+x* 2
2

2 _ 2 2 -1
I x _l4x?-2x  x-2x+12 (x )ZOestvraie "(Vx €J0;+o0] ) : —

sl" est vraie
l+x2 2

2 1+x? 1+ x? 1+ x? 1+ x?
Par suite : P est une assertion vraie

2)Déterminons : P

1
"
I+x* 2

P :"(3xe]0;+oo[):l+x-<2\/; ou

3) Q:"(Vxe]0;+oo[):x+l>-2 ou x*+x=<1"
X

0 :"(Elxe]0;+oo[):x+lﬁ2 et x>+x>1"est vraie car Z(EIle]O;+oo[):1+%£2 et P+1=2>1
X

Par suite : O est une assertion fausse
Exercice 2 : On considére la proposition suivante : P;(VxeR):x’ =36 > x=6

1) Ecrire la négation de P
2) Déterminer la valeur de vérité de P

Solution :1) Ona: P;(VxeR):x’ =36=>x=6 alors : F;(er]R):xz:% et x#6

Car: F =P <H eth
2) On a: P est vraie car (3—6eR):(—6)2:36 et —6#6

Par suite : P est une proposition fausse.
Exercice 3 : Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :

1) P:(IxeR)(IxeR);x+y=1
2) 0:(Vxe{l;2})(Iye{-2:-10})/x+y=0
3) R: (Vxe{—2;—1;0})(EIy6{1;2})/x+y=0
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Solution :1) P: (Ix=0eR)(Ix=1eR);0+1=1
Donc : P est une proposition vraie
2) 0:(Vxe{;2})(Iye{-2-10})/x+y=0
Si:x=1;3y=—1/1+(-1)=0
Si:x=2:3y=-2/72+(-2)=0
Donc : ¢:(Vx e {1;2})(3y € {~2:-1;0})/ x+ y =0 est une proposition vraie
3) R:(Vxe{-2-10})(Ive{l;2})/x+y=0

—

R: (Elxe{—2;—1;0})(Vye{1;2})/x+y =0
(Fx=0)(Vye{l;2})/0+y =0

R : est une proposition vraie par suite : R est fausse

REMARQUE : L'ordre dans lequel on écrit les quantificateurs change la signification et la valeur
de vérité d’'une proposition

Exercice 4 : Montrer que : vxeR ; x° +1>0

Solution : Montrons que cette proposition découle de résultats antérieurs :

Soit xeR :Onsaitque x2>0 et1>~0 Or:a>0etpr>0 = a+b>0

Donc :x* +1>0

Exercice 5: xcR;yeR

0<x<2 1 1
Montrer que : =>—+—>1
0<y<2 x y
1>_1
. < ) 1 1
Solution: J0S*=2_Jx 2_ 1 1. 1 14«
0<y=<2 l>_l x y 22 Xy

y 2
Exercice 6: x ; » = IR : Montrer que :x’ =)’ = |x|=|y|
Solution : Pour démontrer la véracité d’'une implication :
P = Q on peut procéder de deux maniéres :
(1) Par déduction : on détermine une assertion R telle que : P = R et R = Q. (avec possibilité

d’enchainer plusieurs assertions intermédiaires)
(2) Par contraposée : on établit non(Q) = non(P)

Soient x ; 3 < IR . Montrons :x* =y’ =|x|=|y|

On va procéder Par déduction : Supposons : X’ = yz.

Ona: x’=)*donc: ¥’ 3> =0
Donc : (x—y)(x+y)=0

Donc: x—y=0 ou x+y=0
Parsuite: x=y ou x=-y

Et donc: |x| = |y|

Exercice 7 : Montrer que : VxeR:x*#3 = =1

2
Nx2+1
Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

2 2
= = ?7?
= l=>x"=3 7%
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Soient: xeR

Ona: f 1:1:>2:\/x2+1:>x2+1:4:>x2:3 x(2+y+1)=p(x+x+1)
X2+
2 2
Donc : : =l=x" =3
Vx?+1
Donc par contraposition on déduit que :
2
VxeR:x* #3 = #1
VxZ+1

Exercice 8 : x =5 : Montrer que : VxeR : xg[-L4] =2-3x-4>0

Solution : SoitxeR
Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : x*-3v-4<0= x€[-14|
A=(-3)>-4x(-4)=9+16=25>0

Donc : deux racines : y -3+V25 _3%5_, et, _3-V25 _3-5__,
2 2 2

Tableau de signe :

r —C —1 4 ¢
23— + 0 - 0 +
x2=3x-4<0 si xe[—l;4]

Donc : VxeR; ¥-3r-4<0= xe[-14]
Alors : Par contraposition :

VxeR : x%[—l;4] =>x2-3x-4>0
Exercice 9 : Montrer par un Raisonnement par équivalence que : vxeR"

Vx+ =1+§<:>x:0

Solution : Utilisons un Raisonnement par équivalence

2

2
2
Soient: xeR";0Ona: x+ =1+§<:> <\/x+1) =(1+§] <:>x+1=1+x+xZ
2
\/x+1=1+§<:>0=% o0=x>20=x

Donc: vxeR" ; \/x+1=1+§<:>x=0

Exercice 10 : Montrer que Les propositions suivante sont fausses :
1)P:(VxeR)(VyeR):x2+)2>x+y

2)Q:(‘v’xe[0;l]):x22x
3) R:«Tout entier positif est somme de trois carrés »
, |a#b
4)M:V(a;b;c;d)eR;{ =a+c#b+d
c#d
5) N:(VxeR)(IyeR):x2—xy+y*=0
Solution : 1)P:(VxeR)(VyeR):x2+y22x+y
Sa négation est : F:(EIxeR)(EIyER):x2+y2<x+y

2
En posant : x=1 etyzl onaura: 12+ 1 <1+l cad 228
2 2 2 4 4
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Donc : La proposition P est vraie donc P est fausse
2)Q:(Vxe[0;1]):x22x
Sa négation est : 0:(Ix[0;1]):x* < x

2 —
En posant : x:% on aura : Gj <% donc La proposition ( est vraie donc ¢ est fausse

3) R:«Tout entier positif est somme de trois carrés ».

(Les carrés sont les 02, 1%, 2%, 32,... Par exemple :6=12+12+22.)

Un contre-exemple : les carrés inférieurs a7 sont 0,1,4 mais avec trois de ces nombres on ne peut
faire 7.

Donc R est fausse

#b
4) M:V(a;b;c;d)e]R“;{a =a+c#b+d
czd
Sa négation est :
— #b
M:H(a;b;c;d)eR“;{a et atc=b+d
c#zd

Ona: 2#3etl#0et 2+1=3+0
Donc ; La proposition A est vraie donc M est fausse

5) N:(VxeR)(IyeR):x>—xy+y>=0 Sa négation est : l_’:(ﬂxeR)(VyeR):xz—xy-l—yz;tO
Enposant: x=1onaura: 1-y+)? Cest-a-dire: y2—y+1
A=(-1)>-4=-3<0 Donc: y?-y+1»0 donc: y-y+10

Donc : La proposition n est vraie donc N est fausse
Exercice 11 : Montrer que : V(a;b;c) e R’ ; a®+b* +c* 2axb+axc+bxc

Solution : Nous raisonnons par équivalence : Soit : (a;b;c) e R’
A +b*+c*>axb+axc+bxc @2(a2 +b +c2)22(axb+a><c+b><c)

S 2a*+2b7 +2¢* —2axb—-2axc—2bxc>0
<:>(a2 —2a><b+b2)+(a2 —2a><c+cz)+(b2—2b><c+02)20

<:>(a—b)2 +(a—c)2 +(b—c)2 >0; (vraie)
Donc: V(a;b;c) e R’ ; @ +b*+c* > axb+axc+bxc

Exercice 12 : Soit(a;b;c) e (R+*)3 telque: a+b+c=1

> a*+b?
1) Montrer que : V(a;b R*™) : >2
) q (a )e( ) —
1
2) Déduire que : a®>+b>+c? = 3
3)Montrerque: L1, 19
a b c
Solution : 1) Montrons que : ¥(a;b) e (R™)"; a’ J“bbz >0
a

Nous raisonnons par equivalence

Soit : (a;b)e(R+*)2 : a2+b222<:>a2+b222ab<:>a2+b2—2ab20<:>(a—b)220; (vraie)
> a*+b?

D : V(a;b R™) ; >2

onc: V(a;b)e(R") —

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

I~



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB

1
2) Déduisons que : a*>+b*+c? > 3

Ona: az+b+c=1:>(a+b+c)2 =l=da’+b*+c*+2ab+2ac+2bc=1

:>2ab+2ac+2bc:1—(az2 +b? +cz)

On a :D'apés1) : a®>+b*>=>2ab et a®>+c?>2ac et b>+c? > 2bc et la somme de ces inégalités
= 2a’ +2b* +2¢* = 2(ab+ac+bc)

:>2(a2 +b’ +cz)21—(a2 +b? +c2) :>2(az2 +b? +c2)+(a2 +b? +c2)21
:>3(az+b2 +c2)21 =a’ +b>+¢’ 2%

3)Montrons que : L P

a b c

Ona: a—l—b+C=l:>l+l+l=(a+b+c][l+l+lj
~ Y

a b c e a b c

1 1 1 a b a c b c
= —+—+—=34+| —+—|[+| —F+— [+]| —F+—
a b c b a c a c b

1 1 1 (a2+b2j (a2+c2j (b2+c2j
= —+—+—=3+ + +
a b c ab ac bc

Comme : a2+b2>2 et a2+c2>2 et b2+c2>2
" oab ac be
1 1 1 1 1 1
Alors: > —+—+—23424+24+2 = —+—+—29
a b ¢ a b c

Exercice 13 : Soit f la fonction définie de Nvers Npar: f(0)=3etf(n+1)=2/(n)+5
1)a) Calculer: f'(1) ; f(2)

b) Démontrer que : V72 € N : f(n)>0 etdéduireque: Ve N : f(n+1)—f(n)>0
2) Montrer par récurrence que : V72 N/ f(n)=2""-5

Solution: 1)Ona: Ve N : f(n+1)=2f(n)+5

Pour: =0 : f(0+1)=2/(0)+5= f(1)=2/(0)+5= f(1)=2x3+5=11

Pour: n=1: f(1+1)=2/(1)+5= f(2)=2/(1)+5= f(2)=2x11+5=27

b) Montrons que : P(n)" Vn e N : f(n)>0"

1étapes : I'initialisation : Pour n =0 nous avons : f(0)=3>0

Donc P(0)est vraie.

L’hérédité : 2étapes: Soit: ne N

Supposons que P (1) soit vraie c’est-a-dire : f(n)> 0"

Montrons que : f(n+1)>0"??

Ona: f(n+1)=2f(n)+5 etpuisque f(n) >0

Alors : 2f(n)>0=2f(n)+5>5>0 cest-a-dire : f(n+1)>0"

Donc : P(n+1)est vraie.
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Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Vrn e N : f(n)>0

Soit: neNona: f(n+1)=2f(n)+5

Donc: f(n+1)—f(n)=2f(n)+5—-f(n)=f(n)+5>0 car f(n)>0

Par suite : V2 e N : f(n+1)—f(n)>0

2) Montrons par récurrence que : P(n) " Vn e N/ f(n)=2""-5"
1étapes : I'initialisation : Pour n =0 nous avons : f(0)=3 et 2"° -5=8-5=3
Donc P(0)est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: ne N

Supposons que P (1) soit vraie c'est-a-dire : f(n)=2""-5 "

Montrons que : f(n)=2""-5 "??

Ona:f(n+1)=2f(n)+5 et f(n)=2""-5

Alors : f(n+1)=2(2""=5)+5=2""*-10+5=2""*-5

Donc : P(n+1)est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Vi e N : f(n)=2"2-5"

Exercice 14 : Montrer que : Wz € N ;7 divise 4> — 3"
Solution : 1étapes : l'initialisation :

Pour n=0 nous avons 4>” —3*” =4° —3° =1—1 = 0et7divise 0
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e N/4>" -3 =7k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k' e N/ 4" —3>""> =7k" ??

42n+2 _32}1+2 — 42 X42n _32 X32n —a 16X42n _9X32}1

=(7+9)x4" —9x3"" =Tx 4™ +9x 4" =9x3*"

=Tx 4" 4+ 9x (47 3" ) =Tx4" +9x Tk =Tx(4" +9k) =7k avec k'=4"+9%
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona:: Vn € N ; 7 divise 4”7 — 32"
1 n

Exercice 15 : (Récurrence) Montrer que : Vn e N* : Z = .
pzlp(p+1) n+l
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*,
! 1 1 1 n 1

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :Z = =— et =
Sp(p+1) 1(1+1) 2 n+1 1+1

Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Soit n e N™;

Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Z ! "

P p(p+1) B n+l
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

al ] n+l  n+l
Montrons alors que : )| = = ?2?

p=1p(p+1)_n+1—|—1 Cn+2

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

(<]



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB

n+l 1 n 1 1
Ona: = + et on a d’aprés I'hypothése de récurrence : _n
200 200 1] S
Donci LI n(n+2) L
plp(p+l) n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
1 on(n+2)+1 p242n+l  (n+])?
p1p(p+l)_(n+1)(n+2)_(n+l)(n+2)_(n+1)(n+2)
n+l
Donc: )’ M Cest-a-dire - P(n+1) est vraie.
plp(p+1) n+2

Conclusion : Par le principe de récurrenceona : vne N* 1 n
= 1p(p+1) n+1

Exercice 16 : 1) Montrer que : Ve N* ; 7n”> + 1 n’est pas un carré parfait.

2) Montrerque : VneN ; J4n?+5n+3 ¢ N

3) Soit neN" ; Montrer que si 77 est un carré parfait, alors 27 ne peut pas étre un carré parfait.
Solution : 1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique.

Pour montrer que P est vraie, on peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.
Soit n e N* ; Montrons que : 72 + 1 n’est pas un carré parfait.

Par I'absurde, supposons que 72> + 1 est un carré parfait, donc il existe m € N tel que :
n®+1=m’

Ona: n®> <n”>+1etn*+1<(n+1) (car(n+1) —n*+1=2n>0)

Cest-a-dire : n* <n’>+1=<(n +1)2

Donc: n> <m® < (n+1)2

Par suite :n <m<n+1

C’est-a-dire : il existe un entier naturel strictement compris entre deux entiers consécutifs, ce qui
est contradictoire

Donc : VneN' ;7222 + 1 n’est pas un carré parfait.

2) Par 'absurde, supposons qu'il existe n € Ntel que Jan*+5n+3 eN
C'est-a-dire : 3neNet ImeN tel que: V4n*+5n+3 =m

N4n?+5n+3 =m= 4n*+5n+3=m"et comme : (2n+1)" <4n>+5n+3 < (2n+2)’

Alors : 2n+1=<+4n>+5n+3 <2n+2

Alors : 2n+1<m<2n+2
C’est une contradiction car on ne peut pas avoir un entier strictement compris entre deux entiers
consecutifs : 2n+1et 2n+2

Ceci signifie que : VneN ; J4n*+5n+3 ¢ N

3) Soit n e N* ; Montrons que si 7 est un carré parfait, alors 27 ne peut pas étre un carré parfait.
Par I'absurde, supposons que : 77 est un carré parfait, et 272 est un carré parfait,

Donc : il existe :m e N*tel que : » = m” et Ip € N'tel que : 2n = p’

Ona:z = m? donc: 2n =2m>etdonc: 2m’ = p’
Donc: Jp e N telque : \2m=p

Donc: 3meN* JpeN telque: V2=LcQ
m

C’est une contradiction carona: V2 ¢ Q
Exercice 17 : 1) Montrer par disjonction des cas que :
1)Vn € N :n” +n+1 estun nombre impair.
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2)VxeR:/x2+1 +%(x+2)>—0

3) Vxe]R:|x—1|£x2—x+1

Solution : 1) SoitneN.
Premier cas : sin estpair: 3k eN:n=2k

7’ +n+1=(2k) +2k+1=4k> +2k+1=2(2k" +k)+1=2k"+1 avec k' =2k> +k €N

Donc : »n”> +n+1 est un nombre impair.
2iemcas :sin estimpair: 3keN:n=2k+1

n+n+1=(2k+1) +2k +1+1=4k> + 4k +1+2k +1+1=2(2k> + 3k +1)+1=2k"+1

avec k' =2k +3k+1eN

Donc : n?> +n+1 est un nombre impair.

Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :
Vn e N:n”>+n+1 estun nombre impair.

2) Montrons par disjonction des cas que : vVx e R : J/x2+1 +%(x+ 2)>=0
SoitxeR : /x2+1 +%(x+2)>0<:> Jxz+1 >—%(x+2)

Premier cas : six+2 >0 c’est-a-dire ; x =—-2 donc: —%(x—l—2) <0

Alors : /x> +1 >——%(x+2) car Vx2+1>0 et —%(x+2)-<0
2iemecas:si x+2<0 cest-a-dire; x<-2 = —%(x—l—2) >0

VT == (x4 2) e (V1) - 2 (a2)
<:>4(x2+1)>x2+4x+4<:>4x2+4—x2—4x—4>0 <3x2—4x>0
Comme : 3x>—4x >0 sur ]—00; —2] (proposition vraie) (on dresse le tableau de signe de : 3x2—4x
Alors :si x<-2/x>+1 = _%(x+2)

Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :
VxeR:m+%(x+2)>—O

3) Vxe]R:|x—1|£x2—x+1

SoitxeR : Premier cas : six—1>0 cest-a-dire ; x>1 =[x —1|=x+1
-l €2 —x+1 & 0< a2 x+1-x+1 0220 +2 2 0< (x—1) +1
Comme : Os(x—l)2 +1 est une proposition vraie

Alors : six>1: |x—1|§x2—x+1

2 ieme cas : six—1<0 cest-a-dire ; x<1=|x—1]=—x—1
|x—1|sz—x+1<:>OSx2—x+1+x—1c>0£x2

Comme : 0<x? est une proposition vraie

Alors : six <1 : [x=]<x*-x+1

Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :
Vxe]R:|x—1|Sx2—x+1
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Exercice18 : 1) Résoudre dans R I'équation (1): v/x+3 =x+1

Solution : On cherche I'ensemble de définition de I'équation (2)
DZ:{xeR/x+3ZO}={xeR/x2_3}:[—3;+oo[

Soitx e[-3;+[ : \/m=x+1<:>(\/my=(x+l)2 et x+1>0
Sx+3=x"+2x+let x>-1

< x*+x—-2=0 et x>—1etcomme tA=1-4x(-2)x1=9>0

L’équation admet deux solutions distinctes : ;= ‘”‘/5:1 et xgﬂ:_z etcomme : 2<-1erl1>-1
2 2

Donc I'ensemble des solutions de L’équation (2)est : S ={1}
Exercice 19 : Résoudre dans R l'inéquation suivante : (/,): V5x* +1 > 2x-1

Solution : On cherche I'ensemble de définition de I'lnéquation : (/,): V5x” +1>2x—1
D={xeR/5x’+120}=R
SoitxeR et § 'ensemble des solutions de(/,) :

xeS a5t +1>2x-1
Le tableau de signe de I'expression 2x—1

+

xr —

hali—=

2r—1 — 1] +

|
lieme cas : si 2x—1<0 c’est-a-dire : xe}—oo;ﬂ
|
Alors : S, = }—oo;ﬂ car I'inéquation est toujours vérifiée (v/5x° +1>0 et 2x—1<0)
. . 1
2ieme cas : Si xek;m{ alors 2x-1>0
2
Vixt+1 >2x—1<:>(\/5x2+1) >(2x—1)2 S50+ 4 —dx+1 S X +4x>0<:>xe]—oo;—4[u]0;+oo[
| |
Donc : S, = |—;+0| N |-o0;=4| U [0;+0| | = |—;+0
= i ol s« v

1 1
D’ou I'ensemble des solutions de I'inéquation (I,)est:S =5, US, = }—00;5} v JE;WLOO[ =R

Exercice 20 : 1) Résoudre dans R et discuter suivant le paramétre m <R 'équation suivante :

x*=2(m+1)x+4=0 ; (E)
Solution : Soit xeR : x*—2(m+1)x+4=0

Le discriminant de : x* —2(m+1)x+4=0 est: A=[—2(m+1)}2—4><1><4:(2m+2)2—16
A:(2m—|—2)2—42:(2m+2—4)(2m+2+4):(2m—2)(2m+6):4(m—1)(m+3)

On cherche le tableau de signe de I'expression : A=4(m—1)(m+3)
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m —00 —3 | +0¢
m—l1 - - 1LI +
43 — ill + +

(tn—1)(m—+3) + [:] — 'r +

On va Opérer par disjonction de cas :

1ére cas : me |-, =3[ U]+ ona; A=4(m—1)(m+3)>0:
Donc : 'Equation (E) admet deux solutions réelles distinctes x1 et x2 telles que :

~ 2(m+1)—\/4(m—1)(m+3)

X, = 5 =(m+1)—/(m-1)(m+3) et
x2:2(m+1)+\/4§m—1)(m+3):(m+1)+ )

Done : § = (m-+1)={m=1)(m+3); (m+1)+ [m=1) (m+3)|

2érecas: me]-3;1[ ona A=4(m—1)(m+3)<0:

Donc : L’équation n’admet pas de solutions
Donc: =0
3érecas: m=1:ona A=4(1-1)(1+3)=0:

—_b 2(m+1)

Donc : L’équation admet une solution unique (double): x = - ST m+1=2
a X
Donc: §={2}
4érecas: m=-3 :ona A=4(-3-1)(-3+3)=0:
o : . ~b _2(m+1)
Donc : L’équation admet une solution unique (double): x = Py -3+1=-2
a X

Donc: §={-2}

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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