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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°4 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Donner la négation des propositions suivantes et dire pour chacune d’elles si elle est
vraie ou fausse.

'(Vxeﬂ%)'m—|x|>0
(VyeIR ) Vxe]R y>x
(EIaeIR )( VxeR);x’ —ax+a>=0
S:(VxeR):(x*—[x+120) er |-1<x<]|
(Vxe[l +oo) ¥+x-2>0
U.(VxeR).(xZO) (xSO)
Solution :1) P:(VxeR);m—MZO : F:(erR);W—MSO
Soit: xeR
Ona: x*+1>=x2 donc: x2+1>=+/x*
Donc : M>|x|
Donc : Vx?+1—[x|>0
Donc : (VxeR);m—MZO par suite : P:est vraie
Q:(VyeIR+)(VxeR);y>x ; @:(Elyeﬂy)(ﬂxe[&);yﬁx
0:(FyeR")(IreR);y<x estvraie: (IyeR")(IreR);1<2
Par suite : Q:est fausse
R:(EIae]R*)(VxeR);xz—ax+a2=0
Montrons que : 1_3:(VaeR*)(EIxeR);xz—ax+a2¢O est vraie
Soit: aeR* : x> —ax+a?>: A=a*>—4a?>=-3a2<0
Donc: x> —ax+a?#0
Donc : R: est vraie par suite : R:est fausse
S:(VxeR):(x2—|x|+120) et |[-1<x<1| est fausse car (VxeR):|-1<x<I| est fausse

T: (Vxe[l;+oo[):x2+x—220
Soit : x e[l;+o0]

Donc: x>1alors: x*>1 et x>1
x2+x2>2 clest-a-dire: x2+x-22>0

Donc: T: (Vxe[l;+e]):x2+x-220 est vraie
Alors: T: (3xe[1;+oo[):x2+x—2<0 est fausse
U:(VxeR):(xZO) ou (xSO) est vraie
U:(3xeR):(x=<0) et (x>~0) est fausse
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Exercice2: Compléter les énoncés suivants pour avoir des propositions vraies

1) (‘v’xeR+);\/;>2® .........
2) (VxeR);x2<16 < .........

3) (‘v’xeR*);l<x<:> .........

4) (VxeR);x2<x < ...

Solution :1) (VxeR+) \/;>2<:>\/_ >2? < x>4 < x e |4 4o
2) (VxeR);x2<16 = x2 <16 & |x|<4 o d<x <4 o xe[-44]

| 1 2—1

3) (‘v’xeR );——<x<:>x——>0<:>x >0 xe]|-L0[u]l;+oo]
X X X

Remarque : On utilise le tableau de signe pour trouver les solutions des inéquations
4) (VxeR);x2 Sx<x?—x< O<:>x(x—1)£ O=xe [0;1]
Exercice3 : Exprimer a l'aide de quantificateurs les propositions suivantes :
1) Le dénominateur D de f s’annule au moins une fois sur R
2) Le graphe de f coupe la droite d’équation y = x.

3) Pour tout point M du plan (P) M est sur le cercle C de centre Q et de rayon R si et seulement si
la distance de QM a vaut R.
4) L’équation x*=3n’admet aucune solution rationnelle.

5) Il existe un réel plus petit que tous les réels.
6) Pour tout nombre réel x, il existe un unique entier relatif p telque :p<x< p+1

7) Tout entier naturel : s’il est divisible par 4 alors c’est un nombre pair.
Solution :1)(IxeR); D(x)=0

2)(EIxeR)'f( ):x

3)(VM €(P));M e C(R) = QM =R
4)(VxeQ);x*#3
(
(

5)(ImeR)(VxeR);m<x
6) VxeR)(El'peZ) p<x=<p+1
7)(VneN).4/n:>(EIkeN)/n:2k

Exercice4 : Soitf: R — R une application.
Nier les assertions suivantes :

1)(VxeR)/f(x)¢0

2) (VM > 0);(34>0);Vx > 4; f (x) = M

3)(VxeR); f(x)>0=x<0

4) (V€>O);(E|a>O)(V(x;y)e]2):|x—y|Sa:‘f(x)—f(y)‘gg

Solution :1) (IxeR)/ f(x)=

2) (3M = 0);(VA>0);3x> 4; f (x) <M

3) (EIxeR);f(x)>0etx>0

4) (Elg>0);(‘v’a>O)(3(x;y)e]2):|x—y|Sa et ‘f(x)—f(y)‘>8

Exercice5 : Montrerque : Vx =1 ;Vy=1: x>+ )?+xy—x—y—-1=0=x=y=1.
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Solution : Soient: x>1 e y>1

x2+y2+xy—x—y—1:0:>x2+xy—(x+y)—|—y2—12:0 :>x(x+y)—(x+y)+(y—1)(y+1):0
= (x+y)(x=1)+(y-1)(y+1)=0

Ona: x>1 e y=1 Alors: x-120 et y-1>0 €t x+y>2>0

Donc : (x+y)(x- 1)>O et( 1)(y+1)>0

Or on sait que :(v(a ) +b=0=a=0 et b=0

Donc : (x+y)(x-1)=0 et( )(y+1)=0 Mais: x+y =0 et y>1

Donc: x-1=0 et y—1=0

Donc: x=1 et y=1

Exercice6 : Montrer que : Vx € [R;Vy e IR

x#yet xxy#2=x>y—xy*+2x—2y#0

Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition : Montrons que :
X2y —x)2+2x—2y=0=>x=you xxy=2 77

Soient: xeR et yeR

Ona: x2y—xy2+2x—-2y=0

=xp(x—p)+2(x—y)=0 =(x-y)(+2)=0 =>x—y =0 ou xxy+2=0 =>x=y ou xxy=-2
Donc: x?y—xy?+2x—2y=0=x=you xxy=2

Donc par contraposition on déduitque : Vx e R;Vy e R

x#zyet xxy#2 =x’y—xy*+2x-2y#0

Exercice7 : Montrer que : Vx>0 ;Vy>1;Vz>2:.

x#louy+#2ou z¢3:>\/;+w/y—1+\/z—2¢x+)2}+z

Solution : Par contraposition montrons que : \/;+1/y—1 +z-2= Xtyrz

— x=let y=2et z=3?
Soient: x>0 et y=>2et z=>3

Jx+y-1+Jz-2= = 2Jx+2y—1+2Jz-2=x+y+z
=x-2Ix+y-2Jy—1+z-2Jz-2=0
:((J})z—2J§+1)—1+(Jy—12—2Jy—1+1)+(Jz—22 —2Jz-2 +1)+1=0
:((J})z—2J}+1)+(Jy—12—2\/y—1+1)+(\/ﬁz—2\/ﬁ+1)=0

= (Vx-1) +(Vri-1) +(Vz—2-1) =0=(Va-1) =0er (Jy—1-1) =0er (Vz—2-1) =0
Car (\/E—l)zzo et (\/ﬁ—l)zzo et ( z—2—1)220

=Jx=letJy—l=letNz—2=1 =>x=let y—1=letz—2=1 = x=let y=2 et z=3

X+y+z

Par contraposition en déduitque : x#1ou y#2 ou Z¢3:>\/)_c+«/y—1+\/z—2¢x+y+z

Exercice8 : Montrer que : Vxe R :\x+8+y/x+3=5<x=1.

. . + . , .
Solution : Soient: x€ R" on va raisonner par équivalence

Jx+8+/x+3=5< (Jx+8 +\/x+3)2 =5 @(M)2+2\/x+8\/x+3 +(\/x+3)2 =25
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S x+8+2x+8Yx+3+x+3=25 <:>2x+2«/(x+8)(x+3) =14 <:>x+4/(x+8)(x+3) =7

& J(x+8)(x+3)=7-x et x<7 <> (x+8)(x+3)=(7-x)" < x> +3x+8x+24 =49 —14x + x
S 25x=49-24 = 25x =25 <= x=1

Exercice9 : Montrer que : Vx>0 ; x+122

Solution : Nous raisonnons par équivale)rcme

x*+1 x*+1 x*+1 x*+1-2x

Soit:x>0;x+122@ >2 & >2 23>0 ——— = >0
X X X X X

201 ~1) : ~1)° ” :
Quzobuzo Et puisque on a :M >0 est une proposition vraie
X X X

Alors Wx=0 ;xtlso
X

Exercice10 : On considére la fonction f définie sur R par : f(x)=2x>-x+3
Montrer que : f n’est ni pair ni impair
Solution : f est n'est pas pair si et seulement si: (IxeR): f(-x)# f(x)

(-
f est n’est pas impair si et seulement si : (IreR): f(-x)#-f(x)
1)

Onaeneffet: f(1)=4 et f(-1)=6 donc f(-1)=-/(1) et f(=1)=f(1)

Donc f n’est ni pair ni impair

2x-3y=3
Exercice11 : Montrer que le systéme suivant n’admet pas de solutions dans R’ :(S): {3x 2y 3
Yy—4ix=

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que : le systeme (S)admet au moins une
2x-3y=3 (1) "
= 0=06
3y—2x=3 (2)
Ce qui est contradictoire par suite : le systéme (S) n’admet pas de solutions dans R*
2x%2+1
1+ x?

2x2+1
1+ x?2

solution dans R’ : Donc : 3(x;y) e R? tel que :

#* 2

Exercice12 : Montrer par 'absurde que : VxeR:

=2

Solution : Par I'absurde, supposons que : IxeR:

2x2+1
" =2 2x%+1=2(1+x%) < 2x>+1=2+2x><1=2 1 C’est une contradiction car on sait que :
x?
2#1
2
Ceci signifie : VxeR: 2x7 +1 = 2
1+ x2
Exercice13 : Montrer que : Ve N* ; ngsN
n+
Solution: Ona: neN" donc 0<n<n+l =0< <1=J0< <J1=0< <1
n+l1 n+1 n+l

n . . . , .
Donc : ,,— ¢ N car un nombre strictement compris entre deux entiers consécutifs :0 et 1 ne peut
n+

pas étre entier
Exercice14 : Montrer par I'absurde que : VneN: NJor® +13n+5 N
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Solution : Par I'absurde, supposons que : IneN tel que : \/9n2 +13n+5 e N

Ceest-a-dire : IneNet ImeN tel que : VI’ +13n+5=m
\/9n2+13n+5=m<:>9n2+13n+5=m2<:>(3n)2+2><3n><2+22+n+1=m2<:>(3n+2)2+n+1=m2
Donc : (3n+2)2 < m? et comme : (3n+3)2 =9’ +18n+9

Alors : (3n+3)" =m’ =(9n" +18n+9)~ (9 +13n+5)=Sn+4 -0

On a alors : (3n+2)2 <m? <(3n+3)2 c'est-a-dire : 3n+2<m<3n+3

C'est-a-dire : 3n+2<m<(3n+2)+1 et meN

C’est une contradiction car on ne peut pas avoir un entier strictement compris entre deux entiers
consécutifs : 37+ 2 et 3n + 3 Ceci signifie : VneN:\/9n2 +13n+5 ¢ N

Exercice15 : Soient(x;y;z)€Q’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18

Montrerque : x#y OU y#z OU z#X

Solution : Soient(x;y;z)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18

Nous raisonnons par I'absurde en supposantque :x=y et y=z et z=x

C’est-a-dire supposantque : x=y=z

Commeona: x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=18 et x=p=zalors : x(x+x)+x(x+x)+x(x+x)=18
Donc : 2x> +2x* +2x° =18 = 6x> =18 = x*> =3 = x=T+/3 contradiction carxeQ et +\3 ¢Q
Parsuite: x#y ou y#z ou z#x

Exercice16 : Montrer par récurrence que : pour tout entier n>4: 2" > n’

Solution : Notons P(n) La proposition : « 2" > n” »

1étapes : Initialisation : Pour n=4:2* =16 et 42=16 donc 2* > 4°

Donc P(4) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit : n>4 : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 2" > n”
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 2" Z(nJrl)2 ??
On a :(nJrl)2 =’ +2n+let n>d—=ns>=2 =>nxn=2n=>n=2n=>n>-1>2n=n>>2n+1
—=n'+n*>n’ +2n+1=2n’ Z(}’l+1)2

Ona: 2" 2n?=2x2">2n> =2"">2n> > (n+1) =2"" > (n+1)’
Donc P(n+1) est vraie.
On conclut par récurrence que : Vn>4: 2" >n’

Exercice17 : Montrerque : Vn > 2 ; %n 3,1

Solution : Montrons que : Vun>2:3k e N/4" —3n—-1=9k

1étapes : l'initialisation : Pour n=2 nous avons 4° -6-1=9 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: neNet n>2

Supposons que P(n) soit vraie

C'est-a-dire: 3k eN/4" —3n—1=9k donc 4" =9k +3n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/4"" =3(n+1)-1=9k" 2?
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4”“—3(n+1)—1:4><4”—3n—3—1:4><(9k+3n+1)—3n—4:4><9k+12n-|—4—3n—4
:4x9k+9n=9(4k+n):9k' avec k' =4k+neN

Donc P(n+1) est vraie.
ion. inci récurrence on a : >2 : 9
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: vVn =2 ; A 3,1

n 4 4 5)1+1_ 5+ 4n+1
Exercice18 : Montrer que pour tout n e N* : ZPGJ _x g ”) _
=
—(5+n)4”+1 |
5]1
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.

: " n(4Y 4x5T
Solution : Notons P(n) La proposition : "> p 3] =
p=l1

i » 1
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons : "ZpGj =1x(%j =§" et

p=1
Ax5T—(5+1)4™ 100-96 _4,
5! 55 s
Donc P(0) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Soit n € N

. ) ) n V4 4 Sn+1 < 5+ 4n+l
Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : "Zp[ﬂj _ g n)4™,
p=1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
n+l1 )4 4 5n+2 _ 6+ 4n+1
Montrons alors que : "Zp(%] _ SE” n)

" '?'?

p=l

n+l

n+l
Ona: Zp[ j Zp( ] n+1 (:J et on a d’aprés I'hypothése de récurrence :

n (4)17_4X5n+1_(5+n)4n+1 .

"Zp

= 5 5)1

n+l P ntl n+l n+l n+2 n+l n+l
Donc : ZP( ) _4x5 §f+n)4 +(”+1)(ij _4x5 5(5+Z”):1 +(n+1)4
_4x5" 4+ (<25-5n+n+1)4""  4x5"7—(24+4n)4"" 4x5"7 —(6+n)4"
- 5n+1 - 5n+1 - 5n+1

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.

n
Conclusion : Par le principe de récurrenceona: ne N™ : Zp 5 5
p=l1

Exercice19 : Résoudre dansR [I'équations suivante :3x|x+1|+x—2 =0

(4)1’ _ 4X5n+l _(5+n)4n+l

Solution : 3x|x+1|+x-2=0
On va Opérer par disjonction de cas :
Si x>-1 alorsx+1>0 donc: |x+1=x+1

Donc : I'équation devient : 3x(x+1)+x—2=0 qui Signifie que : 3x*> +4x—-2=0

Calculons le discriminant réduit A'=5" -acde I'équation : A’ =b"> —ac=4+2x3=10>0
Comme A’ > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :
-b'=A" -2-410 -b'+NA" 2+410 . . —
- Vo' _-2-+10 o A +3J_ Mais : x, =—1¢[—1;+o0 donc :51:{ 2+3*/ﬁ}

X = X, =
1 2
a 3 a
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Si x<-l alorsx+1<0 donc: |x+]=-x-1

Donc : I'équation devient : —3x(x+1)+x—2 =0 qui signifie que : —3x>* —2x—-2=0
Calculons le discriminant réduit A'=b" —acde I'équation :A'=4"? —ac =1-6=-5<0
Comme A’ <0, I'équation ne posséde pas de solutions donc : S, = Q.

—2+4/10
3

Par suite : S=5,US, :{

Exercice20 : Résoudre dans R ; I'équation suivante : vx-3 =-x+5

Solution : Remarque : La relation a=b< a>=5> n'est pas vraie si les deux nombres sont de
signes contraires.

a) L’équation est définie si x—3>0 Signifie que : x>3

L'équation est donc définie sur : D, =[3,+o[

Méthode1 : Soit x e D, =[3,+o[

b) Je travaille par équivalence en m’assurant que les deux membres sont positifs avant d élever au
carré.

Nx=3=—x45 < Jx— 2=(—x+5)2 et —x+5>0
o x-3=x"-10x+25et —x>-5< x*—11x+28=0 et x<5
Le discriminantde : x*—11x+28=0 est : Az(—ll)z—4><1><28:121—112:9>0 et ses solutions sont :

xlzll_@:§=4eDE o x1:11+\/§:g:7¢D

2x1 2 2x1 2 <
x*=5x+4=0 < x=4€eD,

Par conséquent : § = {4}
Méthode2 : On va Opérer par disjonction de cas : Soit x e D, =[3,+o]
Premier cas : Si —x+5<0 c'est-a-dire si x € [5,+o[

Alors : pas possible (négatif = positifs...)
Donc: S, =O

2 ieme cas : Si —x+52>0 c'est-a-dire si x e[3;5]
Jx-3=—x45 < x—32:(—x+5)2 < x-3=x"-10x+25 <: x*—11x+28=0

Le discriminant de : x*—11x+28=0 est : A:(—ll)2 —4x1x28=121-112=9>0 et ses solutions sont :

11-49 8 11+9 14

= =—=4 3,5 = =—=7 3,5
W= Ty telBsl et n=—rtm == Te 3]
x*=5x+4=0 < x=4€eD,
Par suite : S, = {4}

Par conséquent : S=S US, ={4}

Exercice21 : Montrerque :Vx e R: x°* —x+1>0 .
Solution : On va Opérer par disjonction de cas i.e. déterminer un énoncé Q tel que :
Q = P et non(Q) = P soient vraies

SoitxeR : x6—x+1:x(x5—1)+1

Nous distinguons 3 cas :

Premiercas: x>=1 Alors:x*~1donc x> —1>0

X —1>=0 et x>—1:>x<x5—1)>0 :>x(x5—1)+1>0+1:>x(x5—1)+1>1>0
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:>x(x5—1)+1>-0:>x6—x+1>0

Deuxiéme cas : x<1 Alors:1-x>0 et x°>0
Donc: x*—x+1=0

Troisiéme cas : x=1

xX—x+1=1°-1+1=1>0

Finalement : VxeR:x*—x+1>0 .

Exercice22 : 1) Résoudre dans R et discuter suivant le paramétre m € R I'équation suivante :

x2—2(m+1)x+4:0 ; (E)

Solution : Soit xeR : x¥* —2(m+1)x+4=0

Le discriminant de : x° —2(m+1)x+4:0 est: A:[—2(m+1)]2—4x1x4=(2m+2)2—16
A=(2m+2) 4 = (2m+2-4)(2m+2+4)=(2m—2)(2m+6)=4(m—1)(m+3)

On cherche le tableau de signe de I'expression : A=4(m—1)(m+3)

) — -3 ] +oC
m—l1 - — 1l] +
43 — 0 + +

(mm—1)1m-+3) + i:] — lr +

On va Opérer par disjonction de cas :

1ére cas : me |-o0;-3[U]l;+0[ ona; A=4(m—-1)(m+3)>0:

Donc : 'Equation (E) admet deux solutions réelles distinctes x, et x, telles que :
2(m+1)-4(m-1 3 2(m+1)+44(m-1 3

=2t g’" LG PR oy e RO i i’" I3) s e

Donc : 8= {(m+1)=[m=1)(m-+3);(m+1)+ [m=1)(m+3)}

2¢re cas: me]-3;1[ ona A=4(m—1)(m+3)<0:
Donc : L’équation n’admet pas de solutions
Donc: S=

3ére cas: m=1:ona A=4(1-1)(1+3)=0:

Donc : L’équation admet une solution unique (double): x=;—b= Z(ZHZI) =m+1=2
a X
Donc : §={2}
4ére cas: m=-3 :ona A=4(-3-1)(-3+3)=0:
-b 2 1
Donc : L’équation admet une solution unique (double): x=2—b=(2m—J;)=—3+1=—2
a X

Donc : §={-2}

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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