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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°21 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS
PROF: ATMANI NAJIB

Exercice 1 : Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et
pourquoi ?

1) Si Marrakech et en France alors 3 -2 =2;

2) Soit Marrakech et en France, soit les grenouilles aboient ;

3) Soit les roses sont des animaux, soit les chiens ont 4 pattes ;

4) Si I'hnomme est un quadrupede, alors il parle ;

5) Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs ;

6. Marrakech est au Maroc ou Madrid est en chine.

Solution :1) Il s'agit, ici d'une implication.

« Marrakech et en France » est fausse et « 3-2 = 2 » est fausse, or la seule possibilité pour
gu'une implication soit fausse est qu'une assertion vraie implique une assertion fausse, donc
I'assertion 1 est vraie.

2) Une phrase, en frangais, du genre « soit..., soit... » se traduit mathématiquement par « ... ou...
» « Marrakech et en France » est fausse et « les grenouilles aboient » est fausse donc l'assertion 2
est fausse.

3) « Les roses sont des animaux » est fausse et « les chiens ont 4 pattes » est vrai, donc
I'assertion 3 est vraie.

4) « L’'homme est un quadrupéde » est faux et « il parle » est vrai, donc l'assertion 4 est vraie.

5) « Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » peut se traduire par « les roses ne sont pas
des animaux et les roses ne sont pas des fleurs ». « Les roses ne sont pas des animaux » est vrai
et « les roses ne sont pas des fleurs » est fausse donc « les roses ne sont ni des animaux, ni des
fleurs », donc I'assertion 5 est fausse.

6) « Marrakech est au Maroc » est vrai et « Madrid est en chine » est fausse, donc « Marrakech est
au Maroc ou Madrid est en chine » est vraie.

Exercice 2 : Soit P e¢ 9 deux propositions.

Montrer que les propositions : "non(P=0Q) " et "P et @ "sont équivalentes.

Solution : Il suffit d'établir les tables de vérité de ces deux propositions et de vérifier qu'elles sont
identiques.
On a d'une part :

Pl O P=0 non(PzQ)

F  F |V F

F |V VvV F

V | F | F V
ViV Vv F

D’autre part :

PO Q "PetQ"
F | F |V |F

F |V | F |F

V| F |V |V

V |V | F |F

Les deux propositions sont bien équivalentes!
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Exercice 3 : Déterminer la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes et
(justifier vos réponses avec un raisonnement bien précis) :

1) R I(‘v’xeR*+);x+E>—8
x
2) P23VneN:n+5 1
n -+

3) PiVxeR:;VyeR @ x#y=—— %2
VxeR;)Vye : —
; Y 4 S+x S+y

4) P, :(VneN);n*+3n+2023 est un entier impair

5) P :VxeR;VyeR (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)=>x=y

6) P, :VneN;n’ —n estdivisible par 3

Solution : 1) On utilise un raisonnement par contre-exemple :

F:(3xe R**);x+££8est vraie
X

En effet : pour (4 e R™) et 4+ % =8 <8 (x=4estle contre-exemple)

La proposition B : est vraie par suite I :est fausse

Remarque : comment faire pour trouver ce contre-exemple ?

16 x2+16
XxX+— =8 =

X X
Mais cette inégalité n’est pas vérifiée pour : x =4

=8> x2+16=8x <> x2—8x+16 =0 (x—4)" =0

5 .
= 1 est vraie

2)Montrons que : P, : VneN:

n+4
. , n+5
Soit ne N : Par I'absurde, supposons que : dneN tel que : 2 =1
n-+
n+5 o _
+4=1<:>n+5=n+4=>5=4 I C’est une contradiction car on sait que : 5#4
n
Ceci signifie : P, : VneN: S «Yest vraie
n+4
PziﬂneN:n+5 =1
n+4
* * X .
3) Montrons que : B : VxeR";VyeR": xiy:—il est vraie
S+x S5+y
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
X
Montrons que : —=L=>x=y est vraie
S5+x S5+y
SoientxeR" et yeR" ;
Ona: L=L:>x(5+y):y(5+x):>5x+xy:Sy+xy:>5x:5y:>x:y
S+x S5+y
. . X Y
Donc: VxeR;VyeR =——=x=y
S5+x S5+y
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X
Alors par contraposition on déduitque : Vxe R*;VyeR" : x#y=>—# A
S5+x S5+y

X
Ceci signifie : P:VxeR";VyeR": xiy:—ii est vraie
S5+x S5+y

P:3xeR";IyeR" :x#2y et —=——
302 Y 4 S+x S5+y
4) P, : (VneN);n*+3n+2023 est un entier impair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de n , il est parfois utile de
faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre n.

On peut, par exemple, séparer les cas ou n est un entier pair des cas ou n est impair

Premier cas : si 7 est pair : alorsn’ est aussi pair (comme produit de nombres pairs)
Alors :3n est pair (comme produit d’'un nombre pair et un nombre impair)

Donc : n*+3n est pair (comme somme de nombres pairs)

D’autre part : 2023 est impair

Donc : n*+3n+2023 est impair (comme somme d’un nombre pair et un nombre impair)

2 iem cas : si 7z est impair : alorsn’ est aussi impair (comme produit de nombres impairs)
Alors :3n est impair (comme produit de nombres impairs)

Donc : n*+3n est pair (comme somme de nombres impairs)

D’autre part : 2023 est impair

Donc : n*+3n+2023 est impair (comme somme d’un nombre pair et un nombre impair)
Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :

P,: « (YneN);n*+3n+2023 est un entier impair » est vraie

E :(3neN) /n>+3n+2023 est un entier pair

5) Montrons que : B : VxeR;VyeR (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)=x=y est vraie ?

SoientxeRet yeR ;

Ona: (x+3)(y—3):(x—3)(y+3):> xy—3x+3y—6=xy+3x—-3y—6
= -6x=—6y=>x=y

Donc : (x +2)(y -2)=(x -2)(y +2)=x =y

La proposition /% : est vraie

]?5 :IxeR;dyeR (x+3)(y—3)=(x—3)(y+3) et xX#Yy

6) Montrons F;: «VneN;n’—n estdivisible par 3 » est vraie ?

Utilisons un Raisonnement par récurrence :

Montrons que : VneN 3k e N/n’ —n =3k

1étapes : I'initialisation : Pour n=0 nous avons 0° —0 =0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : Soit ne N

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e N/n’ —n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ N/(n+1)3 —(n+1)=3k" ??

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

[$8]



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
OW+D3—(n+1)=n3+3n2+3n+1—n—4
:(n3—n)+3n2+3n=3k+3(n2+n):3(k+n2+n):3k' Avec k'=k+n*+neN
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrenceona : I : «VneN;n’ —n estdivisible par 3 » est vraie

F,: «3neN;n’—n n'est pas divisible par 3 »

Exercice 4 : Montrerque : V (a;b) e N™ ; (b>a:>b2 —a’ 23)
Solution : Utilisons un Raisonnement par implications :

Soit : (a;b) e N* : Supposons que : b>a et Montrons que : b* —a” >3
Ona:b>a=b>a+1=b'>(a+l) 2b*2d’ +2a+1=b'—a* >2a+1
or:aeN" =a>1=2a>2=2a+1>3

Alors : b* —a’ >2a+123 cest-a-dire : b*—a’ >3

Conclusion : V (a;b) e N™ (b>a:>b2 )

Exercice 5: Montrerque: Vn e N : \/ n+1)(n+2)(n+3)+1eN
Solution : il suffit de montrer que : n(n+1)(n+2)(n+3)+1 est un carré parfait

C'est-a-dire : de montrer que : Im e N tel que : n(n+1)(n+2)(n+3)+1=m’

n(n+1)(n-|—2)(n+3)+1=(n2+n)(n2+3n+2n+6)+l:(n2+n)(n2+5n+6)+1
n(n+1)( +2 (n+3)-|—1=(n2)2+6n3-|—11n2-|—6n+1:(n2)2+2><n2><3n+(3n)2+2n2+6n-|—1
n(n+1)(n+2)(n+3)+1=(nz+3n)2 +2n’ +6n+1:(n2+3n)2+2(n2 +3n)><1+12

n(n-l—l)(n+2)(n+3)+1:(n2+3n-|—1)2

\/n(n+1)(n+2)(n+3)+1: (nz-i-?m+l)2 =n*+3n+leN car ne N

Soit : (Cl;b) e N™ : Supposons que : b>a et Montrons que : b* —a” >3
Ona:b>a=b>a+l=b*2 (a+1) =b>a"+2a+1=>b"—a* >2a+1

or:ae N =g>1=2a>2=2a+1>3
Alors : b —a*>2a+1>3 cest-a-dire : b*—a*>3
Conclusion : ‘v’(a;b)eN*2 : (b>a:b2—a223)

72024 )2025

+1+(n+1
2

eN

Exercice 6 : Montrer par disjonction des cas que : Vi € IN :

Solution : il suffit de montrer que : #*™ +1+(n+1)"" est un entier pair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de x, il est parfois utile de
faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre Xx.

On peut, par exemple, séparer les cas ou x est un entier pair des cas ou x est impair, ou encore
séparer les cas ou x est un réel positif des cas ou il est strictement négatif.
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Premier cas : si 7 est pair : alorsn™"" est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Alors :n*”* +1 est impair (comme somme d’un nombre pair et un nombre impair)
D’autre part : 7z + 1 est impair (comme somme d’'un nombre pair et un nombre impair)

Alors : (n+1)2025 est aussi impair (comme produit de nombres impairs)

2024

2025 . . .
Donc : n*** +1+(n+1)" est pair (comme somme de nombres impairs)

2 iem cas : si zz est impair : alors n”"**

Alors :n*”* +1 est pair (comme somme d’un nombre impair et un nombre impair)
D’autre part : 7z + 1est pair (comme somme d’un nombre impair et un nombre impair)

Alors : (n+1)2025 est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Donc : »*** +1+(n+1)2025 est pair (comme somme de nombres pairs)
Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :
n** +1+(n +1)2025

2
Exercice 7: V(x;y)eR® :Montrer que : [2x2+5xy+3)% <3 =[x+ )| <\3 ou [2x+3y|<\3

VnelN : eN

Solution : Soit : (x;y)eR2 : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : |x+y|>—\/3_et |2x+3y|>-\/3T:>|2x2+5xy+3y2|>-3

|x+y|>\/3_et |2x+3y|>\/§:|2x+3y||x+y|>\/§xﬁ :>‘(2x+3y)(x+y)‘>3

:>|2x2+3xy+2xy+3y2|>-3 :|2x2+5xy+3y2|>3

Donc : V(x;y)eR® [x+y[= /3 et [2x+3y> 3 = 252+ 5xy +3y?| >3

Alors : Par contraposition : V(x;y)e R’

|2x2+5xy+3y2|s3 :>|x+y|s\/3_ ou |2x+3y|s\/3_

Exercice 8 : Montrer par équivalence que : V(a;b;c) e R® ; @’ +b”> +c” 2axb+axc+bxc

Solution : Nous raisonnons par équivalence : Soit : (a;b;c) e R®

A +b*+c >axb+axc+bxc <:>2(a2 +b’ +cz)22(axb+a><c+b><c)
& 2a° +2b* +2¢* —2axb—2axc—2bxc>0
<:>(a2—2a><b-|—b2)+(a2—2a><c+02)+(b2—2b><c+cz)20
<:>(a—b)2 +(a—c)2 4—(b—c)2 >0; (vraie)

Donc : ‘v’(a;b;c)eR3 c @' +b+ct >axb+axc+bxce

Exercice 9 : 1) a) Montrer que : ((a;b) R ):|a-+b|<|a|+

a-b

a+b

b) Déduire que : (V(a:bic) e R®):|—+ <c=a<cet|p|<c

2) Montrer que : (Vx e[L+o])(y e[L+o0]): a1+ [y-1< Jxp

Solution : 1) a) Montrons que : ((a:b) € R* ):|a+b|<|a|+|p| ('inégalité triangulaire)

Soit : (a;b) e R? : Utilisons un Raisonnement par équivalence :
|a+b|<|a|+|b| < |a+8]" <(|a|+ |b|)2 < (a+b) <la’ +[b|" +2|a|x|b|
& a’ +b* +2ab<a’ +b* +2a|x|p| car |X[ = x>

< 2ab <2|a|x|b| <> ab <|ab| Comme ab <|ab| est une proposition vraie : X <|X|
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Alors (V(a:b) € R*):|a+b|<|a|+[p| estaussi vraie

b) Soit : (a;b;c) e R’ : Supposons que : ﬂ+ﬂ<c
Ona: Ia;b asz |a+b| Iazbicestadlre |a| < a+bj, |a=b et comme : a+b a_—b“
Alors : |a|<¢
On a aussi : Ia;b+b aI |a+b|+|b;a|ce3tadlre || < a+bj, ja-b car |a—b|=|p-a|et comme :
%‘F@{C alors|p|<c

a+b| |la-b

Conclusion :(V(a;b;c) e R*):

<c:>|a|<cet |b|<c

2

2)Soit: (x;y) e ([1;+oo[)2 : Utilisons un Raisonnement par équivalence :

s Y PR e O e O o

e x-1+2(x-1)(y-1)+y-1<xy S x-1+2xy—x—y+1+y—-1<xy

S 0<xy—x—y+1-2Jy—x—y+1+P <0< Jy—x—y+l —2ayp—x—y+1+1
\/ﬁ—i-\/yTlS \/E<:> (\/m—l)2 >0 est une proposition vraie

Donc : (Vxe[l;+00[)(Vye[l;+00[):\/):+\/yTl£\/E

k=2n 2n+1
Exercice 10 : Montrer que : VneN et VaeR'—{-1} S, = > (-1) a* = ;1
k=0 a +
2n+l +1
Solution : Notons P(n) la proposition: " S, = N "
a+

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N.

=1

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons : S, = Z(—l)k a* =(-1)a"=1et 2

— a+l
Donc P(0) est vraie.
2n+1
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : S, = Ir
a+
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
2n+3 1
Montrons alorsque : S, ., = 99
a+l1

R ko k & ko k 20+l op4 242 opy)
Ona:S§,., = Z (—1) a = Z(—l) a +(—1) a +(—1) a

k=0 k=0

2n+2 . 2n+1 . .
Remarque : (-1)" " =1 car 2n+2 pairet (1) =-1 car 2»+1 impair
2n+l1

o . . 1

et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: S, = ;
a+

k=2n+2 2n+l1 2n+l1 +1_ 2n+l1 +1 + 2n+2 +1

Donc: S, = z (_1)" aF :a—H_a2n+1+azn+z :a a (a ) a (a )
=0 a+l1 a+1
k=2n+2 2n+1 2n+2 _ 2n+l 2n+3 2n+2 2n+3
Su= 2, (-1) a* = tlza o walval a7t gt andire - P(n+1) est vraie.
=0 a+l1 a+l1
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Conclusion : Par le principe de récurrence ona : VneN et VaeR" —{-1}

k=2n 2n+1 1
S =S (-1)a =41
" ;( ) a+1

Exercice 11 : Soit neN considérons : ¢ (n) =91 +13n+5

1)Montrer que : VneN:(B»n+2)2 <q(n) <(3n+3)2

2)En déduire que : VneN:mez N

Solution : 1)¢(n)=9n> +13n+5=(3n) +2x3nx2+22+n+1=(3n+2) +n+1>(3n+2)
q(n)=97" +13n+5<9n> +18n+9 en effet : (9n° +18n+9)—(9n” +13n+5)=5n+4>0 :VneN
Donc : q(n)-<(3n)2+2><3n><3+32 c’est-a-dire : q(n)<(3n+3)2 et comme : (3n+2)2 <q(n)
Alors : VneN:(3n+2)" <g(n)<(3n+3)

2) Déduisons que VneN: \/Tn)é N

Ona :VneN:(3n+2)2 <q(n)<(3n+3)2 donc : «/(3n+2)2 <W<1/(3n+3)2
Donc: VneN ;|3n+2|<m<|3n+3|

Donc: VneN ¥3”+2<W<3”+3 car 3n+2eceNet3n+3eeN

C'est-a-dire : VneN : /g (7) est strictement compris entre deux entiers consécutifs :

3n+2 et 3n+3Parsuite: VneN: /g(n) g N
8n+ 2025
—— ¢

Exercice 12 : Montrer par I'absurde que : VneZ: Z
Solution : Par 'absurde, supposons que : dneZ tel que : % eZ
< 8n+2025
C'est-a-dire : IneZet ImeZ tel que : T =m
202
%:m<:>8n+2025=10m:>2025=10m—8n:>2025=2(5m—4n):>2025:2k

avec k=5m—4neN = 2025est pair
C’est une contradiction car on sait que : 2025 est impair

Ceci signifie : VneZ: By 2025 &7

Exercice13 : Résoudre dans R l'inéquation suivante (I): vx+4 = x+1

Solution : On cherche 'ensemble de définition de 'lnéquation (1): Vx+4 = x+1
D={xeR/x+4ZO}=[—4;+oo[

x+120=x>-1

Soitx €[4;+o0[ et § 'ensemble des solutions de(/)

xeS<Jx+4=-x+1
1cas:six+1<0<=x<-1
Donc : I'lnéquation est vraie pour tout x e [—4;—1]

Donc S, =[-4;—]
2cas:si x+1>0<x>-1 alors x+1>0
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Jx+4=x+1 @(M)z >(x+1)2

<:>x+4—(x2+2x+l)>0 < —x2—x+3-0=x2+x-3<0; A:1—4(—3):13

X, :¥z7’3 et x, :¥z3,7
x2+x—3<0<:>xe}_1_2\/g;_1+2\/g{ Donc S, =}_1_2\/§;_1+2\/B{m[—l;+oo[=[—l;¥[

2

Donc:S=5US, :[_4;_1[u{_1;—1+2\/g|::{_4;—]4_\/5{

PROF: ATMANI NAJIB

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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