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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°2 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Donner la négation et |la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1E: "(1?7=3,4j er([V5 -1 =5-1) " 2) Py "(0=1) ou(-1<0)"

3)R: "(3?561\1) et(1£[0,1])" 4)P,: "(11 n'est pas premier) ou(cosz=1)"
5)P,: '-GENJ = (0e[0.1])" 6)F: "(0eN") = (3 est pair) "

7)P: "(0£N") < (3 est pair) " 8)F: "(0=1)=(-120)"

Solution : 1)5: "(%=3,4) et(‘ﬁ—l‘:ﬁ_1) "
P: est vraie car (1?7:3,4j vraie et (‘\/5_1‘:\/5_1) vraie

]_)1 : "(%:&3,4j ou(‘\/g—l‘;t\/g—l) "

2)P,: "(0=1) ou(-1<0)"
P,: estvraie car (0=1) estfausse et (-1<0) est vraie

Bn0#1)et(-120)"

-n 35 n
3)R: (? e Nj et(12[0,1])
P, : est fausse car (35—5 =7¢€ NJ est vraie et (1 ¢[O,l]) est fausse

D on 35 n

B (? ¢ Nj ou(1€[0,1])

4) P, "(11 n'est pas premier) ou(cos 7 =1)"

P,: est fausse car (11 n'est pas premier) est fausse et (cos7=1) estfausse  Req: (cosz =—1)

1-_’4: "(11 est premier) et(cos#1)"
tn 1 n
5)P: (EGN] = (0[0.1])

P, est vraie car GGNJ est fausse et (0¢[0,1]) est fausse

B: Ge N) et(0e[0,1]) "

Car: non"p=q" est"petq "

6)F;: "(Ost*) = (3 est pair) "

P, . est fausse car (OgN*) est vraie et (3 est pair) est fausse
P: "(0eN') et(3 estimpair) "

7)P: "(02N") < (3 est pair) "
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P, . est fausse car (OgN*) est vraie et (3 est pair) est fausse
P: ”(0 € N*) < (3 est pair)"
Car: non"p<qgest " p g
8)K: "(0=1)<(-120)"
P, : estvraie car (0=1) est fausse et (-1>0) est fausse aussi

Rim0#1)(-120)"

Exercice2 : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1)P:(3x €Z); ZEZ
2)P:(Vx eR);(Iy eR):y’ =x
3)P:(Ix eR);(Vy eR):x -y >0
4)P:(vxe[0;1]): 2 x
5)P:(V(a;b) e R?):\a*+b2 =a+b
6)P: (VxeR)(VyeR) X +y22x+y
(
(

7)P:(VxeR'):x+— Ly
X

8)P:(VxeR)(IyeR):x—xp+)*=0

9) P:(Ve>0);(Ja>0)/|x -1|<a=|2x -2|<¢
10) P:(VgZO);(EIqu*)teune: 0<g<e

11) P:(3x eR);x* =2

Solution : (3x eZ);xZeZﬂP:

(E|x=4eZ);%eZ

Donc : P est vraie
Etona: P (Ver);iezZ

2)P:(Vx eR);(Iy eR):y’=
P (IeR);(VyeR):y* #x
(3-1eR);(vyeR):y* =-1

P est vraie
Donc : P:est fausse

3)P:(3x eR);(Vy eR):x -y >0
P (Vx eR);(Iy eR):y —x <0
Soit xeR

y—x<0& y<x
(Fy=x-1eR):y-x<0

P estvraie

Donc : P:est fausse
4)P:(vxe[0;1]): 2 x
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P:(Hx 6[0;1]):x2<x
2
En posant : x:% on aura : (%) <% donc La proposition P est vraie donc P est fausse

5)P:(V(a:b) e R?):\a*+b2 =a+b

}_’:(El(a;b)eIRZ):\/a2+b2 £a+b

En posant: a=4 et h=3 on aura : Ja2+ b =16+9 =25 =5 et a+b=4+3=7donc La proposition P est
vraie donc P est fausse

6)P:(VxeR)(VyeR):x2+y22x+y

P:(ElxeR)(ElyeR):x2+y2<x+y

2
En posant: x=1 et y:% onaura: 1%[%) <1+%

cad %<g donc La proposition P est vraie

Donc: P estfausse

7)P:(VxeR*):x+122
x

5. A
P.(erR ).x+x-<2

En posant: x=-1onaura: —1+L:—2<2

Donc La proposition P est vraie donc P est fausse
8)P:(VxeR)(IyeR):x*~xp+)*=0

P:(IxeR)(VyeR):x?—xy+y*#0

Ona: A=x?—4x2=-3x?

si A<0 alors ; y>—xy+x*>0 donc: y*-xy+x2#0
En posant: x=1 onaura: A=-3<0

Donc :(Ix=1eR)(VyeR): x> —xp+)*£0

Donc La proposition P: est vraie donc P est fausse
9) P:(Ve>0);(3a=0)/|x =l|<a=|2x -2|<¢
Soit >0

|2x—2|<8:>2|x—1|<g:|x—1|<§

(Ela:£>-0j/|x—l|-<£:>|2x—2|-<g

2 2

On a P:est vraie

P :(Fe>0);(Va>0)/|x-1|<a et [2x-22¢
10) P:(VsZO);(EIqu*)telque: 0<g<e
P:est vraie

F:(HeZO);(quQ*): g=<0ouc=<gq

11) P:(3lx eR)jx* =2

x2=2<:>x:\/§ ou xz—\/i
P:est fausse(pas d’unicité)
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P (VxeR);x*#2 ou (reR)(IeR)/x#yerx’ 2=y -2=0

Exercice3 : Montrer que : v (x; y) e (R*)2

1 1 7 2
#y et —et|ly-2/<- =L 2
X#Yy |x|<4 |y |<4 :>5<y_x<3

Solution : Supposons : x# y et |x|<%et |y—2|<i
|x|<l Signifie que : “Lov<d done: —l<—x<l(1)
4 4 4 4 4

Et nous avons : |y—2|<i Signifie —%<y—2<%

Signifie que : —%+2<y—2+2<%+2 c’est-a-dire : %<y<% (2)

En sommant (1)et (2)nous déduisons : §<y x<¥ cad %<y x<%
Cette inégalité est équivalente a : z<ﬁ<3 (3)

De (2) nous déduisons : %<2y<% (4)

T 2
(3) et (4) Donnent par multiplication : g<—y<3
y—x

Exercice4 : Montrer que : VxeR;VyeR X*+)*’=x+y+2<x=y=1
Solution : Montrons I'équivalence en raisonnant par double implication : Soit(x;y)eR2
<) Supposons : x=y=1et Montrons que : x2+y?=x+y+2
Ona: 12412=2 er 1+1=2DoNC: x2+)y2=x+y+2
=)Supposons : x2+32=x+y+2 et Montronsque: x=y=1
Ona: (x-1) +(y—1) =x>—2x+1+)2=2y+1=x+y*=2(x+y)+2=2-2x2+2=0
Donc : (x—l)2 +(y—1)2 =0
Donc: x-1=0 et y-1=0
Donc: x=1 e y=1
D'ou: VxeR;VyeR : X*+)y’=x+y+2x=y=1
Exercice5: Soient: xe R" et yeR"
1)Développer : (\/x+2 —3)2
2)Montrer que :x+2y+13=6Vx+2+22y+1 < x=7 et y=0.
Solution : 1) Soit: x € R”

(\/x+2—3)2 :(\/x+2)2—2><3\/x+2 942 2x3r 249 = x+11—6x+ 2

2) Soient: x€R" et y eR" :O0n varaisonner par équivalence successives
X+2y+13=6x+2+22y+1 < x+2y+13-6Jx+2-2,2y+1=0

®x+11—6\/x+2+2y—2«/2y+1+2=0<:>(\/x+ —3)2+2y+1—21/2y+1+1:0
<:>(\/x+2—3)2+1/2y+12—2 2y+1+12=0<:>(\/x+2—3)2+(1/2y+1—1)2=0
SNx+2-3=0 et (2y+1-1=0<x+2=3 et 2y + =1<:>\/x+22:9 et«/2y+12=1
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S x+2=9 et 2y+l=1<x=7 et y=0

X+2y+13=6Jx+2+22y+1 < x=T et y=0

Donc: VxeR" et VyeR" : x+2y+13=6\/x+2+2\/2y+1 Sx=Tet y=0
Exercice6: xeR etyeR

Montrerque : x#2 et y#2 =2x+2y—xy—2=2

Solution : SoitxeR etyeR : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : 2x+2y—xy—-2=2=x=2 0U y=2
Ona:2x+2y—xy—2=2=2x+2y—xy—4=0

:>x(2—y)—2(2—y):O:>(2—y)(x—2):0

=2-y=00UXx—-2=0 =>y=20Ux=2

Donc: x#2et y#2=2x+2y—xp—-2#2

Exercice7 :1) Montrer que : V(a;b)e([z;+oo[)2 L azb> fl—izi /1—%
a

2) Soient:aeR etheR telsque: a+b#0

Montrer que : a # —2b:>a—_b¢3
a+b

Solution : 1) Soient (a;b)e([2;+oo[)2UtiIisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : fl—iz= l—l;izja:b
a

2 2
Jl_inl_iz:{ 1_1J ( RN NNV S S I S N WS
b a a

2 2
a a

=& =b* = |a|=|p| = a =b Car (a:b) < ([2:+])

Alors : Par contraposition : V(a;b)e([2;+oo[)2 L azb> fl—iz:s‘/l—bi;
a

2) Soient:aeR etheR telsque: a+b#0
a-b

Utilisons un Raisonnement par contraposition et montrons que : —b=3:> a=-2b ?
a+
-b
a—+b=3:a—b=3(a+b):>a—b=3a+3b =a-3a=3b+b=>2a=4b=a=-2b
a
Alors : Par contraposition : a¢—2b:>a—_];¢3
a+

Exercice8: Soitn e N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.
Solution : Nous supposons que n n’est pas pair
Nous voulons montrer qu’alors n? n’est pas pair
Comme n n’est pas pair il est impair et donc il existe kN tel que n=2k+1.
Alors n*=(2k+1)?=4k>+4k+1=2(2k*+2k)+1=2k"+1aveck' = 2k*+ 2k eN.

Et donc n? est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair.
Par contraposition ceci est équivalent a : si n? est pair alors n est pair.

4x <1
x*+4

Exercice9 : 1) Montrer que :VxeR ;

2) Montrer que :VxeR ; x2—x+1>0
3) Montrer que :VxeR ; Jx*+3x +1>x7 +1
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4) Montrer que :V (a;b)  ([0;+%0[)* 3 a+b>2ab

2 _3a-b
5) Montrer que 1V (a:b) e (10;+o0[) ; 4—>
) que v (ab) e (Josre] )| ; -2
Solution : 1) Methode1 : Nous raisonnons par équivalence
Soit: xeR ; — <lesdr<xitdes x—dr+430
x*+4
Sx2—dx+420= (x—2)" 20
Donc : —** <le(x-2)20
x*+4
Et puisque on a: (x—z)2 >0 ; VxeR(vraie)
Donc: VxeR ; 4x <1
x*+4

Methode?2 : Un raisonnement direct :
2
4x _x*+4-4x _ (x—2) >0

Soit: xeR1- =
x*+4 x*+4 x*+4
Donc: VxeR ; 4x <1
x*+4

2) Nous raisonnons par équivalence

2 2
Soit : xeRxZ—x+1>0<:>x2—2%x+(%] —(—j +1>=0

( 1)2 1 4 ( 1)2 3
Slx——=| ——4+=>0|x—=| +=>0
2) 4 2) 4
. _ 1y 3. .
Et puisque on a: x—E +Z>0 ; Vx eR(vraie)

Donc: VxeR ; x2—x+1>0
3) Soit : Nous raisonnons par équivalence

xeR/x* +3x7+1 2x2+1<:>x4+3x2+12(x2+1)2

St 43x2 1> +2x2+1 x>0

Donc: Vx'+3x*+1>x*+1ex2>0

Et puisqueona: x> >0 ; VxeR(vraie)

Donc: VxeR ; ¥x'+3x° +1>x" +1
4) Nous raisonnons par équivalence

Soit :(a;b) e ([0;+%[)” :Ona: a+b22JZJBc>(JZ)2 —2J2JB+(JB)2 >0
@(JE—\/E)zzo

Donc : a+b22\/5\/l;<:>(\/5—\/3)2 >0

Et puisque on a : (\/Z—\/Z)z >0 ; V(a;b) e ([0;+0])" (vraie)

Alors : v (a;b) e ([0;+0[)" 5 a+b22alb

2 3a—b
5) Montrons que : v (a;b) e ([0;+o0f) ; £ >
) que v (a;b) < ([0se)” 5 ==
Nous raisonnons par equivalence
2 _ 2 _ 4 2 _ 2 _ 2
Soit:(a;b)e(]0;+oo[)2 Ona: . 4 Z3a b<:> a  3a bZO o a?>-3a*-3ab+ab+b N
a+b 4 a+b 4 4(a+b)
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612—261z19+l92Z <:>(a—b)220
4(a+Db) 4(a+b)

a? >3a—b (a—b)z >0

Donc : > = >
a+b 4 4(a+b)

. —b)> . . ,
Et puisque on a : (a— > 0 ; est une proposition vraie Vv (a;b 0;
puisq 4(asb) prop (a:b) (]0;+0[)
Alors : ‘v’(a;b)e(]O;nLoo[)2 ; @ 23a—b

a+b 4

Exercice10: 1) Résoudre dans R I'équation (1): [2x>—x—6|—|x+1|-1=0 (1)

2)Résoudre dans R I'équation (2): V3x+4 =x

Solution : 1) On résout d’abord les Equations :
x2—x—6=0etx+1=0

Les solutions de I'équation :2x>—x—6=0dans R sont :2 et_?3.

'équation x+1=0admet unique solution : -1

e o0 2 —1 2 4

[
202—p—6 + 0 - - 0 +

o+l — - III + +

On va Opérer par disjonction de cas :
-3

Premier cas : si xe}—oo;y} alors |2x2—x—6|=2x2—x—6 et |x+1|:—x—1
Donc I'équation (1)devient : (1) & 2x*—x—6+x+1-1=0
(1)<:>2x2—6:0<:>x2:3<:>x:— 3 oux:x/g
et comme : /3 QJ_OO;‘_? et_J3 EJ_w;ﬁ}

2 2
Donc s, = {3}

Deuxiéme cas : si xe[_%;_l} alors [2x?—x—6|=—(2x>-x—-6) et [x+]=-x-1

Donc I'équation (1)devient : (1) < —2x>+x+6+x+1-1=0
(1) -2 +2x+6=0

A=4+24=28*>0
L’équation admet deux solutions distinctes :

pr,JB et xf:ﬂet comme : sz;/Be[—%;—l} Donc :Szz{l_ﬁ}
2

2 2

3iéme cas : si x€[-1;2]

Alors [2x*~x—6|=—(2x*-x-6) et |x+]=x+1

Donc I'équation (1)devient : (1) < —2x*+x+6—-x-1-1=0
(1)<:>4—2x2:0 < x=4/2 ou x:—\/fg[—l;Z]

Donc :5, = {12}
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4ieme cas : si x €[ 2+
Alors [2x*—x—6|=2x*-x-6 et |[x+]|=x+1
Donc I'équation (1)devient : (1) & 2x*-x-6-x-1-1=0
(1) 2x2-2x-8=0 @ x2—x—4=0

A=17>0 ; L’équation admet deux solutions distinctes :x = et x'=

1+V17 ., , 1-V17
2 2

1-v17
etcomme : x= ;/_g[z;+oo[ Donc:Sﬁ{”\/ﬁ}
2

Finalement : I'ensemble des solutions de 'Equation (1)est :

.1—\/B.\/5.1+\/ﬁ
b 2 b 2 2

S:SluSzuS3uS4:{—\/§

2) On résout dans R Iéquation (2): </3x+4 = x

On cherche I'ensemble de définition de I'équation (2)
4
D2 :{XER/3X+4ZO} Z{XER/xz_i} :|:_§,+®|:
3
, 4
Soitx € {—§;+00[

Px+4 =x<:>(\/3x+4)2 —x* et x>0

S3x+4=x" et x>0
& -x"+3x+4=0 et x>0
et comme :A:9—4><(—1)><4:25>0

3-25

L’équation admet deux solutions distinctes : x =

—3+«/E__
-2

~1<0 et 4>~ 0 Donc 'ensemble des solutions de L'équation (2)est : S ={4}
Exercice11 : Résoudre dans R l'néquation suivante : (I,): vx*+1>2x

Solution : On cherche I'ensemble de définition de I'lnéquation : (/,): M> 2x
D={xeR/x2+120}=]R

SoitxeR et § ensemble des solutions de(/,) :

xeS e x’+1>2x

lieme cas : si 2x<0<>x<0 c'est-a-dire : x € |-o0;0]

Alors : S, =]-o0;0] car 'inéquation est toujours vérifier (m >0 et 2x<0)

2ieme cas : si xe]0;+o0[ alors 2x -0

NE

\/x2+1>-2xc>( x2+1)2>—(2x)2C>x2+1>—4x2C>1—3x2 >-0<:>xe}0;?{
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Donc : §, :}0;?[

Dot 'ensemble des solutions de Iinéquation (1,)est:S =S, US, = ]-o0;0] u}o;?{ = }—oo;?{

Exercice12 : Montrer par I'absurde que : Vx € R*™: J1+x2 = x+1
Solution : Par I'absurde, supposons que : 3x e R™: 1+ x? = x+1
\/m:x+1:>1+x2:(x+l)2 =S1+x2=xX"+2x+12x=0=x=0 !
C’est une contradiction car on sait que : xe R™
Ceci signifie : VX e R™ 1 /T+x2 = x+1

n +4

> ¢ N
n +5

Exercice13 : 1) Montrer que : VneN ;

2)Montrer que : VneN ; Jn*+14¢N
Solution : 1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on
peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

n+4

n+5

Méthode1 : Par I'absurde, supposons qu’il existe n € Ntel que : eN

n’+4
n*+5

C’est-a-dire : neNet dmeN tel que : m

2 _ 2 n*+5
=n +4—m(n +5):> 42+4
etcomme: n*+5>=n’+4

C’est une contradiction car si n’ +y2
n- +4

Alors: n*+5<n*+4 =5<4
n+2
n+3
Méthode2 : direct: Ona: neN donc n*+4<n"+5
n’ +4
n>+5
n’+4
n°+5
pas étre entier
2) Par I'absurde, supposons qu’il existe n € Ntel que : Vn2+14 eN

Cest-a-dire : GneNet ImeN tel que Vi +14=m

Ni2+ld=m=nm?+14=m> =>m>—n" =14=2x7 = (m—n)(m+n)=2x7

—m—n et m+n des diviseurs de 14 et D, :{1;2;7;14} avec : (m—n )+(m+n):2m paire
Impossible de trouver : m et n

C’est une contradiction
Ceci signifie que : VneN ; Vn>+14 ¢N

Ceci signifie que : VneN ; ¢ N

Donc 0< <1

Donc : ¢ N car un nombre strictement compris entre deux entiers consécutifs :0 et 1 ne peut

S5x—4z>1
Exerjcice14 : Montrer que le systéme suivant n’admet pas de solutions dans R’ :(S): 4y—5x>3

y—z<1
http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB 9
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Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que : le systeme (S)admet au moins une

solution dans R* :

S5x—4z>1

Donc: 3(x;y)eR’ tel que : J4y—5y>3= 14y —-5x>3 (2)

S5x—4z>1 (1) (1)+(2)
{ y—z>1

4y—-4z>4 {

y—zél y—z<1

y-z<1 y—z<I1

Ce qui est contradictoire
Donc : le systéme (S)n’admet pas de solutions dans R?

Exercice15 : Montrer par récurrence que : VneN; 1+2+27+2°..+2"=2""-1.
Solution : Notons P(n) La proposition suivante : "1+2+2>+2°. .. +2" =2"" 1",
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout neN.

1étapes : linitialisation : Pour n=0 nous avons : 2° =1 et 2°' —1=2—-1=1donc 1=1.
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que P(n) soit vraie c’'est-a-dire : 1+2+2°+2°..+2"=2""~1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Soit neN : Montrons alors que : 1+2+2%+2°..+2" 42" =2""2_1 22

Ona: 1+2+2°+2. +2"+2" = (1+2+27+2%..+2")+2""
D’aprés I'hypothése de récurrence Ona: 1+2+2°+2°..+2"=2"" -1

Donc: 1+42+2%+2°. 42" 42" =2 142" =2 2™ —1=2"2_]

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire :
VneN; 142+42°+2°..42"=2""_1.

Exercice16 : Montrer que : 1) Vn e N; i/ﬁ P+ 13+ 4 :”X(++l)
k=1

2) Montrer queVne N" : 1><2—|—2><3+3><4—|—...+n(n+1):%n(n+1)(n+2),

k=n
3) VneN; Z(Zk+1):1+3+5+...+(2n+1):(n+1)2
k=1

4)Vn=>5: 2" >6n
5)VneN;n’ +2n est divisible par 3
6)VneN ; 7" —1 est divisible par 6

. " fONO3 13 A3, Al 3 ”ZX(”’H)2
Solution : 1) Notons P(n) La proposition « Vn e N'; Zk =1I'+2°+3 +..+n = »
k=1

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 1—‘:12X(1_+1)2:1
Donc 1=1. Donc P(0) est vraie.

o R e it UV &
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zk :T

k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

2
n+l 1 2 2 2 1 2
Montrons alors que : Zk3:(n+ ) Z(]H ) =£(n+ )2(n+ )] ??
k=1
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n+l

Ona: Zk3 3 k3+(n+1)3
k=1 k=1

nomx(n+l)r . ,
etona: Zk :T d’aprés I'hypothése de récurrence donc
k=1

n+l 2 2 2
Zk3:—n X(ZH) +(n+1)3:(n+1)2(%2+n+1j:(n+1)2(n +jn+4]

k=1

ey U2 () :(<n+1>2<n+z>}2
Donc P(n+1) est vraie.

, . ] . O3 n2><(n+1)2
Conclusion. Par le principe de récurrenceona : Ve N" : Zk :T
k=1

2) Notons P(n) La proposition " 1><2+2><3+3><4+...+n(n+1):én(n+1)(n+2) N

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.

1étapes : I'initialisation : Pour n=1 nous avons 1(1+1)=2 et %x1(1+1)(1+2) = §><2><3 =2.
Donc P(1) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soitn e N*

Supposons que P(n) soit vraie ¢’est-a-dire : 1><2+2><3+3><4+...-|—n(n+1)=%n(n+1)(n+2)
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 1><2+2x3+3><4+...+n(n+1)+(n+1)(n+2):%(n+1)(n+2)(n+3) ?2?
Ona: 1><2+2><3+3><4+...+n(n+1)+(n+1)(n+2):[lxz+2><3+3><4+...+n(n+1)]+(n+l)(n+2)

1
et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: 1><2-|—2><3+3><4-|—...+n(n+1):gn(n-l-l)(n-l-Z)

Donc 1><2+2><3+3><4+...+n(n+1)+(n+1)(n+2):%n(n+1)(n+2)+(n+1)(n+2):(n+1)(n+2)[§n+lj:%(n+1)(n+2)(n+3)

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence on a :

VneN' : 1x2+2x3+3x4+...+n(n+1)=§n(n+1)(n+2)_

k=n

3)Notons P(n) La proposition « Vn e N'; Z(Zk-l—l):l+3+5+...+(2n+1)=(n+1)2 »
k=1

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 1+3=4 et (1+1)2 =4 donc 4=4.
Donc P(1) est vraie.
k=n
L'héredité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Z(2k+1):(n+1)2
k=1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

k=n+l

Montrons alors que : Y (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)+(2n+3)=(n+2)2 272

k=1

k=n+1 k=n k=n
Ona: Y (2k+1)=Y (2k+1)+(2n+3)et on a d’aprés 'hypothése de récurrence: Y. (2k+1)=(n+1)
k=1 k=1 k=1

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB 1



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
k=n+l
Donc z(2k+1)=(n+1)2+(2n+3)=nz+2n+1+2n+3=n2+4n+4

k=1
k=n+1

Donc Y (2k+1)=(n+2)

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.
k=n

Conclusion : Par le principe de récurrence ona : VaneN': Y (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)=(n+1)’

k=1
4)Notons P(n) La proposition : «n>5 ;2" > 6n »
1étapes : Initialisation : Pour n=5:2° =32 et 6x5=30 donc 2° >6x5
Donc P (5) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 2" > 6n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 2" >6(n+1) 27

Or, puisque 2" > 6n (d’aprés I'hypothése de récurrence)
Donc: 2"x2>6nx2 donc 2""' >12n (1)

Or on remarque que : 12n>6(n+1) (2)

Eneffet: 12n-6(n+1)=6n-6>0

Car: n>5donc 6n>30 c'est-a-dire: 6n—6>24>0

On conclut par récurrence que : Pour tout n>5: 2" > 6n

5) Notons P(n) La proposition « 3k e N/n> +2n =3k »
L’initialisation : Pour n=0 nous avons 0° +2x0 =0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie
C'est-a-dire : 3k e N/n’ +2n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3k’ EN/(FZ+1)3 +2(n+1)=3k" 27

(n +1)3 +2(n+1)=n’+3n"+3n+1+2n +2::(n3+2n>+3n2+3n+3:3k+3(n2+n+1)=3(k+n2+n+l)
=3(k +n’+n +1)=3k' Avec k'=k +n*+n+1

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : VneN ; n’ +2n est divisible par 3

6) Montrer que : Vn € N;7" —1 est divisible par 6

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 7° —1=0 est un multiple de 6
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3keN/7"—-1=6k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/ 7" —1=6k" ?7?

T -1=TxT -1=7"x(6+1)-1=6x7"+7"~1=6x7"+6k =6(7" +k)=6k'  avec k'=7"+k

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : VneN ; 7" -1 est divisible par 6

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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