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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°19 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Donner la négation des propositions suivantes :
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Exercice2 : Ecrire la négation et donner les valeurs de vérités des propositions suivantes :
1)P:(VxeR)ixz2=x" #4
2)0;(IxeR):x<2=x* 22019
Solution :1) P:(VxeR):x#2=x" #4

F:(EIxeR):x¢2 et x’ =4

(
U:(3re]os1))(Iye]o]):
7

P: est une proposition vraie car : (Ix=-2eR): -2 %2 et (—2)2 =4
Par suite : P:(VxeR):x#2=x’#4 est fausse
2) 0;(IxeR):x<2=x" 22019
Q: est une proposition vraie car : (Ir=-1000eR):-1000< 2= x* >2019
O;(VxeR):x<2 et x* <2019 est fausse
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Exercice3 : Cocher la ou les bonne(s)
O « Il existe xe R, il existe ye R, x < y» est une proposition vraie

0 « Pour tout xeR, pourtout yeR, x < y» est une proposition vraie

0 « Pour tout xe R, il existe yeR, x < y» est une proposition vraie

o « Il existe xe R, pour tout y e R, x < y» est une proposition vraie

0 « Pour tout x e Ril existe ye R, x< y» est équivalent a « |l existe xeR, pourtout yeR, x<y»

Solution :
X « Il existe xR, il existe y e R, x < y» est une proposition vraie

0 « Pour tout xe R, pourtout yeR, x < y» est une proposition vraie

X « Pour tout xeR, il existe ye R, x < y» est une proposition vraie

O « Il existe xe R, pour tout y e R, x < y» est une proposition vraie

o « Pour tout x e Ril existe ye R, x< y» est équivalent a « Il existe xR, pourtout yeR, x<y»

Exercice4 : Ecrire & I'aide de quantificateurs les propositions suivantes :
1)Le carré de tout réel est positif.
2)Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré

Solution :1)VxeR;x* >0
2)IxreR;x>x"

Exercice5 : Pour chacune des propositions, en correspondance avec I'ensemble A (en bleu )
suggéré par le dessin ci-dessous, indiquez votre opinion concernant le fait que les propriétés sont
vérifiées ou non.

1Y

R

Quelles sont les assertions vraies ?

f"Vx;3y (xy)ed”

f"vy ;3x (x;y)eA "

"3y ;vx(xy)ed "

f"Ix;vy (xy)ed "

Solution :

X "Vx ;3y (x;)e 4 " chaque verticale contient un point dans A

X

-

f"vy ;3x (x;y)e A " certaines horizontales ne contiennent pas de point de A

X" 3y ;Vx (xy)ed "

f"Ix;vy (x;y)e A"

Exerciceb : Ecrire sous forme conjonctive ou sous forme disjonctive les propositions ci-dessous :
1)"(PetQ)=R"

2)" (P ou O )et(R =5)
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Solution : La méthode est de remplacer les symboles = ; < par leur équivalent et d'utiliser les lois

deMorgan:(P ou Q )E(Fet é ) ;(P et Q )E(F oué )

1) "(f’ etQ)SR" est la méme chose que : "(1_’ etQ)OuR"

On enléve le non externe, et on trouve : " ( P ou é ) ou R"
C'est une forme disjonctive.
2)" (P ou 0 )et(R =8)"

On enléve le = et on trouve donc : " (P ou §_2 )et(ﬁ ouS )"

On enléve ensuite le non et on trouve : " (1_J et O )et(ﬁ ouS )"

Exercice? : Donner la valeur de vérité
De la proposition suivante : F"3d!lx e R/2x2—-1=3"

Solution: F"dlx e R/2x2—-1=3"
Se lit « il existe un unique x € R/2x2—-1=3"»

wr-l=3e’=dox’=2cx =20 x =—2 (il donc 2 solutions)
Donc : La proposition : F"3!x e R/2x2—1=3" est fausse
Exercice8 : Montrer que La proposition P:(vVxeR)(VyeR):x2+)?>x+y estfausse:

Solution : sa négation est : f’:(ﬁx eR)(IyeR):x2+y*<x+y

2
En posant: x=1 et y=% on aura: 14[%) <1+% cad %<g donc La proposition P est vraie Donc

P est fausse.

Exercice9 : Montrer que La proposition P:(V(a;b) € ]RZ):\/mchb est fausse :
Solution : sa négation est : P:(3(a;b) e R?):\a?+b> #a+b

En posant: a=4 et b=3 onaura : Ja?+b>=16+9=+25=5 et a+b=4+3=7

Donc La proposition P est vraie donc P est fausse
Exercice10 : Démontrer en utilisant le Raisonnement par implications successives que :

‘v’(x;y) ERZ;(xyz—xzyzy—x:x:y ou xy=1)
Solution : Soit : (x;y)eR* ;
Supposons que : xy?—x2y=y—x et montronsque : x=y ou xy=1

xy2—x2y=y—x:xy(y—x)=y—x:xy(y—x)—(y—x)zO:(y—x)(xy—l)=0
=>y-x=0o0uxy-1=0=>y=xouxy=1

Donc : ‘v’(x;y) S Rz;(xyz—xzy: Y—X>X=Y ou xy= 1)
Exercice11 : Démontrer en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

VxeR—{—l};(x;t%:Lxl;tlj
X+

Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

S« VxeR—{—l};(x¢%:>3_x¢1j
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Soit : xe R—{-1} ; Par contraposée Montrons que : ( 3 l=>x= %j

x+1
N NI RO G
x+1 2
1
Par contraposée on a donc : Vx e ]Ri—{—l};(x;ti :>3—xl¢ IJ
x+

Exercice12 : Démontrer en utilisant la contraposée que : Vx e R;(x 2= +2x2+x+2#0 )

Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :
Vxe]R;(x;t—2 =X +2x2+x+2#0 )

Soit : xR ; Par contraposée Montrons que : (x3 +2x2+x+2=0=>x=-2 )
Supposons que : x’ +2x2+x+2=0 Alors : x*(x+2)+(x+2)=0

Alors 1 (x+2)(x*+1)=0

Alors : x+2=0o0u x*+1=0

Alors : x=-2 ou x?*=-1(impossible)

Alors: x=-2

Donc : (x3+2x2+x+2:O:>x=—2 )

Par contraposée on a donc : VxeR;(x;t—z =1 +2x2+x+2#0 )

Exercice13 : Montrer par récurrence que : Vn € N;10" —1 est divisible par 9

Solution : Montrons 3k e N/10" —1=9%

1étapes : Pour n=0 nous avons 10’ —1=1-1=0 est un multiple de9

Donc P (0) est vraie.

2étapes : supposons que :3k e N/10" —1=9k

3étapes : Montrons alors que : 3k' e N/10"" —1=9k" ??

10" —1=10" x10—-1=10" x(9+1)=1=10" x9+10" —1=10" x9+9k

10" —1=10"x10—1=10" x(9+1)—1=10"x9+10" —1=10" x9+9k Avec k'=k +n’+n +1
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

Vn € N;10" —1 est divisible par 9

Exercice14 : Montrer que pour tout ne N* : 143+5+...+(2n+1)=(n +1)

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n e N*.

2

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 1+3=4 et (1+1)2 =4 donc 4=4.
Donc P(0) est vraie.

2étapes : Supposons que :1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2
3étapes : Montrons alors que : 1+3+5+..+(2n+1)+(2n+3)=(n +2)2 ??

On a: 143+5+..+(2n+1)+(2n +3):(1+3+5+...+(2n +1))+(2n+3)

et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: 1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2
Donc :1+3+5+...+(2n+1)+(2n+3)=(n +1)2 +(2n+3)

143+5+..+(2n+1)+(2n+3)=n’ + 20 +14 20 +3=n" +4n +4
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Donc :1+3+5+..+(2n+1)+(2n+3)=(n +2)2

Conclusion : Par le principe de récurrence on a : 1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2 Vne N

Exercice15 : Soient 4 e »deux entiers naturels tels que 0<b<a.
a?+b?
az—Db2
Solution : Soient 4 er »deux entiers naturels tels que 0<b<a.
a?+ b?
az—h2
2 2

Clest-a-dire : IneN telque: 72 _,

a2 —h2

Montrer que : ¢ N

Par I'absurde, supposons que : eN

a?+b?
a2_b2

:n@a2+b2:na2—nb2c>nb2+b2:naz—az@bz(n+1):a2(n—l)©n+1:a—2(n—l)
b2

2
:>(n+1)(n—1)=cbl—z(n—l)2 =n’ —1=[%(n—l)j Posons : %(n—l)zm =n’=m’+1

e Si: meNetpuisque meQalors m”> ¢ N :> or ne Netdonc

contradiction
e Si:meN:Ona:n’-m’=1=(n—m)(n+m)=1avec: n+meN et n—meN
Remarque : (n—m)(n+m)=1et n+meN = n—m=>0 etpuisque meN et neN

Alors : n—meN
Donc: n+meN et n—meNet (n—m)(n+m)=1

|n+tm=1 B A - — . b
Donc : :>n+m+n—m—3:>2n—2:>|n—1:>p—l et puisque : =n
n—m=1 a?—b?
2 2
Alors : a2+22=1:>a2+b2=a2—b2:>2b2=O:>b2:0:>b=O contradiction avec :0<b<a
a p—
2 2
Donc : contradiction dans les deux cas : m e Net m ¢ N par suite : a;zz z N
a R

1Y'/(. 1
Exercice16: On considere la proposition suivante : P, "VneN"—{1} : [l ——2j (1 + —j <1l"
n n

) 1Y 1,
1)Montrer que : P, < ."VneN —{1}; (1+n2—1j >1+;

1Y 1y
2) Comparer : 1+? et | 1+— " ; VneN"-{1}

n —_—
3)a) Montrer que : Vxe R’ vneN {1} : (1+x)" >1+nx

b) Déduire que : la proposition P, est vraie
Solution : 1) par des équivalences successives

1Y 1
>14+—"
2 lj

n — n
1 n 1 n2_1 n 1
SoitneN"—{1} : B, & (l—yj (1+;j<l @( = j (1+;j<1
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n®—1

2
n

P 1+1 < n” n<:>(1+1j< n” 1t n<:>(1+lj< n2_1+ LY
PN — — r—"- —
" n n®—1 n n®—1 n n“—1 n*-1

1 Y . Y 1
<:>(1+—)<[1+ : J Par suite : P, < ."VneN —{1};(1+ - j >1+— "

Ona:neN*—{l}®n22<:>n224:>n2>1:>n2—1>0:> >0

n no— n —1 n

1Y 1Y
2)Comparons:(1+—2j et (1+ E j ; VneN" {1}

n n- —1
Ona:n>2on’>4=n">1=n"-1>0

1 1 1 1 " 1Y
Onaaussi:n2>n2—1:—2< 3 31+—2-<1+ > 3[1+_j .4(1+ j
n- n -1 n n— n n =1

Donc: VneN" {1} ; (1+i2j <(1+ 21 j

n n -1
3)a) Montrer par récurrence que : VxeR’ ;VneN" {1} : (1 +x)n >1+nx

Notons H(n) La proposition suivante : « (1 +x)" >1+nx »
Soit : xeR’;Nous allons démontrer par récurrence que H(n) est vraie pour tout ne N*—{1}.
1étapes : l'initialisation : Pour n=2 nous avons :
(1+x)2 =x2+(2x+1) et x*>0 car xeR’,
Donc :(1+x)2 >1+2x.
Donc/ H(2) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Hypothese de récurrence : Soient: xe R’ ;neN"—{1} :
Supposons que H(n) soit vraie c’est-a-dire : (1 +x)n >1+nx
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : (1 +x)n+1 >1+(n+1)x ??

Ona: (1+x)" >=1+nx daprés I'hypothése de récurrence donc (1+x)" (1+x)>(1+nx)(1+x)
Donc: (1+x)"™ > 1+x+nx+md’

Donc : (1+x)”+l 2(1+(1+n)x)+mc2

Donc: (1+x)™ >(1+(1+n)x) car

(1+(14n)x)+nx* 21+(1+n)x (On pourra faire la différence)

Donc H(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence H(n) est vraie pour tout n e N* —{1} , C'est-a-dire :

VxeR;VneN —{1} : (1+x)n >14+nx
b) Déduisons que : la proposition P, est vraie

1

n- —1

VneN —{1} ; (1+nl—2j <(1+n21_1j
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Si je montre que : 1+l<(1+iJ on peut déduire le résultat.
n

D'aprés 3)a)ona: VxeR' VneN - 1} (1+x) >1+nx
1

1 1Y 1
Onprend: X=—>0 alors : = >1 =|1+— | >1+— vaeN-{1}
n’ n n n

Donc:onaura:1+l<(1+i2) et (1 %} (1+ 21 ]
n n n n —1

Par suite : "Vn e N” —{1}; [1+

n
1 " .
>1+— "est vrais
n®— n

1

n —1

. " 1 . " ,
Etcomme: P, < ."VneN —{1}; (1+ j >1+— " alors aussi la proposition P, est vraie.
n

Exercice17 : 1) Montrer que : (VaeR)(VbeR):acQetbeQ=a+beQ

2) Déterminera la négation de la proposions P:(VaeR)(VbeR):agQet begQ = a+beQ et étudier
la valeur de vérité de la proposition : P
3) Soit : k€{3;5;7;11;13;15} ; Supposons que : JkeQ

k-1 a*-1 b>-1

a) Montrer qu'il existe (a;b)eN*xN*: tel que : anb=1 et N N k

b) Montrer que : TleN et e N

c)Trouver une contradiction et conclure
4) Montrer que : P:(VaeQ")(VbeQ ):Na+VbeQ = JacQet Vb cQ

Solution : ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on peut
supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

1) Montrons que : (VaeR)(VbeR):acQet bgQ=a+beQ

Soient : (aeR) et (beR) : Supposons que : acQ et b Q et montrons que a+b¢Q

Nous raisonnons par 'absurde en supposant que a+b5cQ

Donc: a+beQ et —acQ

Alors: a+b—ae€Q c'est-a-dire : 5 Q ; Nous obtenons donc une contradiction car » ¢ Q
Par suite : a+b¢Q

2)P:(VaeR)(VbeR):a¢QetbgQ=a+beQ
F:(HaeR)(EIbeR):aé@etb%@ et a+beQ
(3a=V2eR)(36=1-V2eR):\22Qet-\V22Q et V2+(—~2)=0eQ
Donc ; La proposition P est vraie donc P est fausse
3) Soit : ke{3;5,7;15;13;15} ; Supposons que : JkeQ
1 a>—1 b2—1

a) Montrons qu'il existe : (a;0) e N"xN" tel que : anb=1 et k; -3 k

\/Ee@sﬂ(a;b)eN*xN*/\/—:% avec: anb=1

2

=>3(a;b)€N*XN*/k=Z—2:>kb2 —a’ =0=a’—kb> =>k—1=a’>—kb> +k—1
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:k_1:a2_1_(b2_1)kjk—lzaz—l_bz_lk
8 8 8
-1

b) Pour montrer que : e N : Il suffit de montrer que : b est impair

Nous raisonnons par 'absurde en supposant que b est pair
Donc : h> est pair = kb’ est pair= a> est pair (car :)= a est pair
Nous obtenons donc une contradiction car : anb=1
Par suite :» estimpair= 5> est impair et kb° = a* et ke{3;57;11,13;15} est impair
= a’ est impair= a estimpair
@ estimpair et b estimpair= 3(k;k")eNxN/a=2k+1 etb=2k"+1
Donc : a® =(2k+1) =4k* +4k+1 et b> =(2k'+1)" =4k +4k'+1
Donc: a’ —1=4k(k+1) et a®—1=4k'(k'+1)
a1 4k(k+1) k(k+1) b2—1 4k’ (k’+1) K (k' +1)

Donc : = = et or: k(k+1)=2n (le produit de deux
8 8 2 8 8 2
o a1 b -1
nombres consécutifs) . D'ou : eN et eN
c)Trouvons une contradiction et concluons :
a*-1 b>—1 a’—1 b?—1
Ona: eN et eNdonc:TeN et keN
_ 2_ 2_ _
Donc : k81:a8 l—bg lkeZ et comme : %20 car ke{3;5;7;11;13;15}21
k-1 k=l (113537 k-1
Donc : —— €N absurde car : k-1€{24,6,10;12;14} > —e1—;— ===~ Donc: — &N
8 8 42’4424

Conclusion : Vk € {3;5;7;11;13;15} ; JkeQ

4) Montrons que : P:(‘v’ae@+)(‘v’beQ+):\/;+\/ZeQ+ —=JacQetJpecQ
Soient : (aeQ") et (b Q") : Supposons que : Ja+\beQ

(4 +5) (2~ P)

Ja b
1

Alors : a—_be@+ donc : —ie@ car
a—b “a-bJa—b ab "

Donc: J_J_GQD\/_ \/EEQetcomme«/E+ be@:\/_ \/B+\/_+\/Z€Q

32\/56@352\56@3\/;6@ etcomme\/;+ beQ alors:\/;+x/3—x/;e(@
DonC:\/Ee@
Si a#b alors : 2\/EGQ+ :%2\/26@ :>\/Ze<@* :>\/;e(@ et VheQ
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C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

Si a#balors :
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