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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°18 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Donner la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes
1)P"(221 et —1eN )"

20" (322 ou VTN )

3) R"Vx e R/2x >0"
4) M"Ix eR/2x —1=3"
n+l

5) N"v}’ZEN/TEN"

7) K"dx e R/x2—x +3=0"

Solution :1) La proposition : P"(221 et —1eN )" est fausse
Car "2>1 " estvraie et"-1eN" estfausse

La négation de «P”(Z >let—1eN )") » est }_)"(2 ~<lou—1gN )"
2)La proposition : Q"(ﬁzzou 2 ¢N )" est vraie

Car "3 >2 "estfausse et "\2 ¢ N" est vraie

La négation de «Q ”(\/gz 2 ou J2¢N )") » est é"\/g-<2 et J2eN"
3)La proposition : R"Vx e R/2x >0" est fausse

Car pour x=-1: elle est fausse

La négation de « R"Vx € R/2x >0")» est R"3x eR/2x < 0"

4)La proposition : M "3Ix eR/2x —1=3" est vraie
Car pour x=2 : elle est vraie

La négation de « M "3x eR/2x —1=3"» est M "Vx e[R/2x —1#3"
5)La proposition : N"Vn e N/HTJrl eN" est fausse

Car pour n=2 : elle est fausse

La négation de « N"vn e N/”’TJrl eN"»est N"Ine N/HTJr1 gN"

Exercice2 : Ecrire chacune des propositions suivantes en utilisant les symboles logiques et donner
la valeur de vérité et la négation :

1) P: « Péquation x* —2x—5=0 admet une solution dans I'ensemble des entiers naturels »
2) O: «linéquation x* —3x—11<0 n’admet pas de solution dans I'ensemble des nombres réels »
3) R: « Tout entier naturel multiple de 12 est divisible par 3 »

Solution :1)P: « IxeN;x* —2x-5=0»

¥ =2x-5=0: A=b?-4ac=(-2)>+4x1x5=24.
Comme : A >0, le trinbme posséde deux racines distinctes :

xlzz_ng:l—\/gEN et x2:2+§\/€:1+\/g§£N

Par suite : P est une proposition fausse.
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P: « VxeN;x*=2x-5#0»
2) x* =3x—11: A=b?—-4ac=(-32+4x1x11=9+44=53>0 .
Comme : A > 0, le trinbme posséde deux racines distinctes

L’inéquation x> —3x—11<0 admet au moins ses racines comme solutions
est une proposition fausse.

O: VxeR;x*-3x-11%0
é: IxeR;x*-3x-11<0

3) R: VneN « n est multiple de 12 = nest divisible par 3 » est une proposition vraie.

R: IneN « n est multiple de 12 et n n’est pas divisible par 3 »
Exercice3 : 1) Résoudre dans R I'équation (E): 2x*+x-1=0

2) Déduire la valeur de vérité des propositions suivantes :

P:" IxeR/2x* +x—-1=0"; Q " dneN/2n2+n-1=0"

3) Donner la négation de la proposition P

Solution :1) (E): 2x’+x-1=0: A=b*-4ac=12-4x2x(-1)=9

Comme : A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :

e L e R e LI
: 2a 2x2 2a 2x2 2
=-1 et x, _1 donc :S={—1;l}

2 2

2) a) La proposition: P:" 3xeR/2x* +x—1=0" est vraie car il existe x=-1eR
et vérifie : 2x* +x—1=0 en effet : 2(-1)>+(-1)-1=2-1-1=0
b) La proposition : @ " dne N/2n?>+3n—-2=0" est fausse car les solutions de

. . : 1
I'équation 2n*+n—1=0sont: n,=-2 etn, =% Mais: n,=—1¢N et n, =5¢N

3) P:" VxeR/2x2+x—1%0"
Exercice4 : Démontrer en utilisant le Raisonnement par implications successives que :

=1-Jx=x= 0}

VxeR"; (

+/x

Solution : Soit: xeR" ; Supposons que : =1-+/x et montrons que: x=0

1
1+x
— =1 = (1+Jx)(1-vx) = 1= 1-Vx =1= 1-x =12 —x=0= x =0

+\/__1 Jx=x= oj

Exercice5 : Démontrer en utilisant le Raisonnement par implications successives que :

v R?;
(x:y)e (2+3 y+3 =x|= Iylj

1+\/—

Donc: VxeR" (

Solution : Soit : (x;y) e R’ ;

x*-1_y 1etmontronsclue [ =]
xX2+3  p*+3

2
Supposons que :
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:(xz—l)(y2+3):(x2+3)(y2—1):>x2y2+3x2—y2—3:xzyz—x2+3y2—3

x2—=1  y*-1
x*+3 y*+3
:>3x2—y2=—x2+3y2:>4x2=4y2:>x2:y2:>x/x_2=\/?:>|x|:|y|

2_1 2_1
Y (xy)eRy 2 =
Donc: V(x;)€ ’(x2+3 y2+3:>|x| |y|j

. oy . 1
Exercice6 : Montrer par un contre-exemple que la proposition P:(Vxe R ):x+—2 2 estfausse:
X

. . . = . 1
Solution : sa négation est : P:(IxeR’):x+-<2
X

En posant: x=-1 onaura : —1+i:—2<2 donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exercice7 : Démontrer en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

x+2y ¢%
2x-y 3

1
V(x;y)eRz ety¢2x;(y¢§x =

Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

x+2y ¢%
2x-y 3

1
‘v’(x;y)eR2 ety¢2x;(y¢§x =

2 2 1
Soit : (x;y)eR2 et y # 2x ; Par contraposée Montrons que : [;H Y =§ :>y=§x]
xX=y
x+2y 2 1
: =§:>3(x+2y)=2(2x—y):>3x+6y=4x—2y:>—x=—8y:>y=§x
xX=y

Par contraposée onadonc: V(x;y)eR’ ety # 2x;(y wly S22 EJ
8 2x-y 3

Exercice8 : Démontrer en utilisant la contraposée que :

V(x;y)e]Rz;(x+yS6 =x<3 ou yS3)

Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

V(x;y)eRz;(x+yS6 =x<3 ou yS3)

Soit : (x;y)eR? ; Par contraposée Montrons que : ( x>3 et y>3=x+y>6)
x>=3 et y>3:>x+y>3+3:>x+y>6:>—x:—8y:>y:éx

Par contraposée on a donc : V(x;y)eR*;(x+y<6 =x<3 ou y<3)

Exercice9 : En utilisant un raisonnement par disjonction des cas ( ou une récurrence )
Montrer que : Vne N:51n° +11n° +3

Solution : Raisonnement par disjonction des cas :

Soit :neN. 5n° +11n° +3 =n> (5n+11)+3

Premier cas : si 7z est pair :
n est pair = n” est pair = n’(5n+11)est pair = n*(5n+11)+ 3 est impair

(On utilise les propriétés des nombres pairs et impairs)
2 iem cas : siz estimpair :
n estimpair = Snestimpair = 5n+11est pair = n*(5n+11) est pair

= n’(5n+11)+ 3 estimpair

Donc : 5n° +11n” +3 est un nombre impair.
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Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :
Vn e N:57° +11n° +3 est un nombre impair.
Exercice10 : Résoudre dans R l'inéquation (1): x*~|x—2/+5=0

Solution : soit § 'ensemble des solutions de(1)

Soit xeR: étudions le signe de : x—2

Premier cas : si x€[2;+%] alors [x—2|=x-2

Donc I'équation (1)devient : x*—(x—2)+5=0& x*~x+7=0
A=1-28=-27<0 donc: S, =0

Deuxiéme cas : si x € |-»;2[ alors : x—2|=—(x-2)=-x+2
Donc I'équation (1)devient : x*+(x—2)+5=0< x> +x+3=0
A=1-12=-11<0 Donc §, =9

Finalement: S=5US,=9

Exercice11 : Résoudre dans : R’ le systéme suivant : (S) {3);_))2:4
x?—y*=0

Solution: (5) Sx-y=4 <:>{3x_y:4

(x=»)(x+y)=0 x—y=0oux+y=0

@(3x—y:4 etx—y:()) ou (3x—y:4 etx+y:0)

@(3x—y:4 etxzy) ou (3x—y:4etx:—y)

c>(3x—x:4 etxzy) ou (3x+x=4 etxz—y)

<:>(2x:4 etx:y) ou (4x:4 etx:—y) <:>(x:2 etx:y) ou (le etx:—y)

& ((x)=(22)) ou ((x)=(1-1))

Par suite : S = {(2;2);(1;—1)}
2
Exercice12 : 1) Montrer que :(v(a;b)e<]R+) );a+b:0<:>a=0 et b=0

2) xeR et yeR Montrer que : Vx> +1+/1?+1=2x=y=0
Solution : 1)a) = :Montrons que

(v(a;b)e<R+)2):a+b:0:>a:O et b=07?
Supposons que ; a+b=0 et (a#0 ou b#0) et (a;b)e(R+)2

Donc a+b >~ 0contradiction par suite :a=0 et b=0
b) «< inversement si a=0 et b=0 alors on aura a+b=0

Donc:(v(a;b)e(R+)2);a+b:o@a:0 et b=0

2) xeR et yeR : M+M:2QM+ y2+1-2=0
& (Ve+T-1)+(y?+1-1)=0 or V@ +1-12 06t {17 +1-120
o l-1=0 et )2 +1-1=0 = +1=1 et \H2+1=1
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Sx*+l=let y*+l=1<=x*=0et y’=0<=x=0et y=0

Donc :vx*+1+4/y?+1=2<x=y=0

Exercice13 : Soient ¢ -0 et »>0 Montrer que si %zlialors a=bh.
+ +a

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que %z% et azb.
+ +a

Comme %zlialors a(l+a)=b(1+b)donc a+a>=b+b>d’'0l a*~h*=b-a. Cela conduit &
+b l+a

(a—b)(a+b)=—(a—b)Comme a=balors a—b=0et donc en divisant par a-b on obtient :
a+ b =-1. La somme des deux nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons une
contradiction.

Conclusion : si L:Lalors a=b.
1+b 1+a

Exercice14 : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.
1)P: (VxeR);(VyeR)xSy:x4 <y'

2)0: (Vxe[1.+oo[);(‘v’ye[1.+oo[)xxy:1<:>x:y:1

3)R: (vxeR")Vx+1++/x 21

Solution :1) f?Q@FVQ@P/\é

P: (IxeR);(IveR)x<yer x* >y

(Ix=—2eR);(Iy=-1eR)-2<-let (-2) =16~ (-1) =1

On a: P est vraie car par suite : P est une proposition fausse.
2)0: (‘v’xe[l.+oo[);(Vye[l.+oo[):x><y:1:>x:y=1

Soit : (x;y)e([1.+oo[)2

Montrons : xxy=1=x=y=1

Supposons : xxy =1 et Montrons : x=1 et y=1
Par I'absurde Supposons : x#1 ou y =1

2
puisque (x;y)e([l.+00[) alors: x>1ouy >1 etdonc: xy>1 absurde
Donc: x=y=1
Donc: Q:(‘v’xe[l.+oo[);(Vye[l.+oo[):x><y:1:>x:y:1 est vraie
0: (3xe[1.+oo[);(Elye[l.+oo[):x><y=1et( x#1ou y#1)
3)R: (‘v’xeR*)\/x+l+\/;21
Soit: x € R* = x20=4x 0
Soit: xe R x>0 x+121=Vx+12V1=x+121

Ji20 et xr12l=xsl+x 2140 Vx+1+Jx 21

Donc: R estvraie
Exercice15 : On considére 'ensemble : A={1;2;3;4;..;n} avec n un nombre entier impair

Et soient X, ; X,; X;; X, ;; X, des éléments de 'ensemble A distincts deux a deux

Montrer que : Jie A/ X, —i est pair
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Solution : Nous raisonnons par 'absurde en supposant que : Vi € 4/ X, —i est impair
Onadonc: S =(x, —1)+(x,—2)+(x;—3)+...+(x, —n) un nombre entier impair
Car c’est la somme d’un nombre impair de nombres impairs
Or: S=(x+x%+x+..+x,)—(1+2+3+..41)=0 est 0 est pair
Nous obtenons donc une contradiction
Donc:3ie A/ X, —1 est pair
Exercice16 : Montrer que : Vn e N;n’ +2n est divisible par 3

Solution : Montrons 3k e N/n’> +2n =3k

1étapes : Pour n=0 nous avons 0° +2x0=0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie

C'est-a-dire : 3k e N/n’ +2n =3k

3étapes : Montrons alors que : 3%’ eN/(n+1)3 +2(n+1)=3k"??
(n +1)3 +2(n+1)=n’+3n’ +3n+1+2n+2=

= (' +2n)+ 30" +3n+3=3k+3(n" +n+1)=3(k+n" +n+1)
=3(k+n’+n+1)=3k" Avec k'=k+n’+n+1

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence on a :

VneN;n’ +2n est divisible par 3

Exercice17: Montrer que : Vn € N* ; 2x3""' +5" +1est un multiple de 8

Solution : 1étapes : l'initialisation : Pour n =1 nous avons :2x3'"' +5'+1=2+5+1=8
et 8 est un multiple de 8
Donc P (1) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : soit: n € N*

Supposons que P(n) soit vraie C'est-a-dire : 3k e N/2x3""' +5" +1=8k
Donc: 3k e N/5" =8k —2x3"" —1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/2x3" +5"" +1=8k" ??

2x3"+5" +1=2x3"+5" x5 +1=2x3"+(8k—2x3"" —1)x5' +1

2x3"+ 5" +1=2x3" +8kx5-10x3"" =5+1=6x3"" +8kx5-10x3"" -4

2x3" 45" +1:8k><5—4(3"‘l +1) or 3 est impair donc : 3" est aussi impair et donc : 3" +1 est pair
Cest-a-dire: 3k e N/3" "' +1=2k"

Donc :2x3"+ 5" +1=8kx5—-4x2k'

Par suite : 2x3" +5"" +1=8kx5-8k'=8(5k—k")=8k" avec k"=5k—k'eN

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Vn € N* ; 2x3"" +5" +1est un multiple de 8

Sk+l 1 2n+35
Exercice18 : (Recurrence) Montrer que Vne N": Z T :ZX(S— n3 ]
k=1

Sk+1 1 2n+5
Solution : Notons P(n) La proposition "ZS—:Zx(S— ! j"

k n
k=1 3
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Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.

k+1 _1+1 2 1 2x1 1
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons Z ¥ o3 3 et Zx(S— X31+5j:2x(5—1j:

2 2
Donc :E = 3 Donc P(0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soitn e N*

Sk+1 01 2n+5
Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Z ;,: =Z><(5— n3+ j
k=1

3étapes : Nous allons montrer que : P(n+1) est vraie.

Hk+l 1 2(n+1)+5
Montrons alors que : 23—}(:?{5—(371)] ??
k=1

G k+1 k+1 Sk+10 1 2n+5
Ona: ). ;,: Z i n3++1 d’aprés I'hypothése de récurrence : Z ;,: B (5— ’;Jr j
k=1 u

n+l _ _ 2 1 5
k+1 1 (5_2n+5j n+2 lx(5_6n+15 4n Sj:lxis_ (n+1)+ }

DOﬂC _k =—X n + n+l == n+l n+l
=3 4 3 3" 4 3 4 3
k+1 1 ( 2n+5j
=—x|5- .

Donc P(n+1) est vraie.

Exercice19 : Montrer que : 'équation : P(n)="7n’ +2n3 —-n—-3=0
N’admet pas de solutions entiére (dans Z )

Solution : Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on peut
supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

Par I'absurde, supposons :

dneztelque: P(n)=7n+2n-n-3=0

= dneZ/ n(7n4 +2n° —1):3

—> dn = Z/ n Divise 3 qui est un nombre premier

= ne{-3;-1;1;3}

7n® +2n° —n—-3=0

Or: P(0)=7x0"+2x0’-0-3=-3=0€tP(1)=7x1"+2xI’-1-3=5%0
P(~1)=7x(-1) +2x(=1)’=(~1)-3=-1120 etP(3)=0 et P(-3)=0
Donc : Contradiction car aucun » < {—3;—1;1;3} n'est solutions

Par suite I'équation n’admet pas de solutions entiére (dans Z)
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C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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