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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°17 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Déterminer, en justifiant la réponse, la valeur de vérité de chacune des propositions
suivantes et déterminer leurs négations :
1P:" IxeR/x*+3x+7=0"

2)0: « VxeR;;x*=9=x=-3»

3)R: « 3+J§<2\/§:>\/E=J§+J§»

4)S: « 3+«/§>2\/§ et M=\/§+ 5»

5)T: « 3neN;2n+5 est pair » ou « IneN;2" >10»
B)M : « VxeR;x*+1>2x»

NN:« VxeR;JyeRy<x+1»

Solution: 1)P:" IxeR/x2+3x+7=0"

¥*+3x+7=0: A=b?-4ac=32-4x1x7=-19.donc : pas de solution
P:" AxeR/x*+3x+7=0" est fausse

P:" VxeR/x2+3x+7#0"

2)0: « VxeR;;x*=9=x=-3»

Soit:aeR™ : x¥*=9=x=—90u x=9 = x=-30u x=3 et puisque : xeR"
Alors: O: VxeR ;x> =9=x=-3 est vraie

O: « IxeR;x*=%etx#-3»

3)R: « 3+J5<22 = B+5=B+05»

(\/§+\/§)2 :(\/§)Z+(\/§)2+2\/§><\/§:8+2\/E et (2\/5)2:8 donc: \/§+\/§>2\/§
Donc : "3 ++/5 <24/2" est fausse

\/3T2 :\/g2 =8 et (\/§+\/§)2=8+2\/B donc: "\/ﬁ:\/ﬁ\/g" est fausse

Par suite : R: « \B3+/5<242=3+5=3+5» est vraie (voir la table de vérité de I'implication)

R: « 3+\/§<2\/§et\/m7& 3+J§»

4)S: « B3+J5>242 et B+5=3+/5»

"J3+5>242" estvraie et "3+5=+3+/5" est fausse

Parsuite : S: « V3+5>242 et 3+5=+/3+5» est fausse

E:« 3+\/§S2\/§ ou \/3?7& 3+\/§»

5)T: « 3neN;2n+5 est pair » ou « IneN;2" >10»

Soit neN : 2n+5=2n+4 +1=2(n+2) +1=2k +lest donc :impair

"IneN;2n+5 est pair" est fausse

"JneN;2" >10" est vraie car pour: n=4;2* =16>10

Parsuite : 7: « 3neN;2n+5 est pair » ou « IneN;2" >10» est vraie
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T: « VneN;2n+5 est impair » et « VneN;2" <10»

6) SoitxeR : )c2—|-1—2x:(x—1)2 >0

Donc: M : « VxeR;x* +1>2x» est vraie

M:« IxeR;x* +1<2x»
7) N: « VxeR;JyeR;y<x+1»
SoitxeR :pour y=x ona: x<x+1(vraie )

Donc: VxeR;dy=xeR;y<x+1 estvraie et N: « xeR;VyeR;y>x+1»
8)E: « 2417<69 = (cosw=-1 ou 2" -1<123232659) »

(cos7z=—l ou 220024—1<123232659)est vraie car: cossz=—1 est vraie

Donc: S: « 2417 <69 :>(c0s7r:—l o 220024—1<123232659) » est vraie

(voir la table de vérité de I'implication)
E: « 217<69 et(cosm#—1 er 2 —1>123232659) »

Exercice2 : 1) Résoudre dans R I'équation (E): 2x*+3x-2=0
2) Déduire la valeur de vérité des propositions suivantes :
P:" IxeR/2x*+3x-2=0"; QO "3IneN/2n?+3n-2=0"
3) Donner la négation de la proposition P
Solution : 1) (E): 2x>+3x—2=0: A=b?—-4ac=32-4x2x(-2) = 25.
Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :
_oheA _3-425 o _ohaNA 34325 1

X 2
2a 2x2 2a 2x2 2

1
x,=-2 etx, :% donc :S={—2;5}

2) a) La proposition: P:" IxeR/2x*+3x—-2=0" est vraie car il existe x=-—2eR
Tel que : 2x>+3x-2=0 ; en effet : 2(-2)?+3(-2)-2=8-6-2=0
b) La proposition : Q " Ine N/2n>+3n—2=0" est fausse car les solutions de

: . 1
I'équation 2n*>+3n—-2=0 sont: n,=-2 et n, =% Mais: n,=—2¢N et n, =5eN

3) P:" VxeR/2x2+3x=2#0"

Exercice3d : Donner la négation et |la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1)P: « (IxeR)(VyeR);2x* +xp+5)° #0 »

2) 0: « (VxeR)(VyeR);x—y:2:>x>2 »

3) R: « (VneN*)/\/WeEN »

Solution : 1) P: « (EIxeR)(VyeR);sz—xy+4y2 =0 »
Pour:x=1eR : 2x1> +1y+5y> =5y> + y+2

A=1-40=-39<0 donc: 5y +y+2=0 n'a pas solution c'est-a-dire : 5y° +y+2#0
Alors P: est vraie
P: « (VxeR)(ElyeR);2x2+xy+5y2 =0 »
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2) O « (xeR)(WyeR);x-y=1=x>1» donc: 0: « (IxeR)(IveR)/x—y=2er x<2 »
Pour:x=let y=—lona: x-y=1-(-1)=2 er 1<2

Alors la propositioné: est vraie et par suite : 9: Fausse
3) R: « (‘v’neN*)/\/4n2+5n N » donc: R: « (EIneN*)/\/4n2+5n eN »
Pour:n=1": \/4x12+5x1:\/§:3eN

Alors la proposition g :est vraie et par suite : R: Fausse
Exercice4 : Soit P ; 0 et R trois propositions.

Démontrer que les propositions "Pet( Q ou R)"et "(P et Q) ou( P et R)"sont équivalentes.

Solution : On va dresser les tables de vérité de ces deux propositions et démontrer que leurs
résultats sont identiques. On a d'une part :

P | O R QouR Pet(QouR)

F | F |F|F F

F | F |V F

F |V FV F

F |V ViV F

V | F F| F F

V| F V|V V

V VvV F|V V

V|V ViV V

D’autre part :

P O | R P etQ P et R (P et Q)ou( PetR)
F F |F | F F F
F F vV | F F F
F V \F | F F F
F vV Vv | F F F
V F |F | F F F
V F V | F V V
V Vv F |V F V
V vV v v V V

La lecture de ces deux tables de vérité nous dit bien que les deux propositions sont eéquivalentes.
Exercice5 : Démontrer en utilisant le Raisonnement par implications successives que :

VxeR;(2£x£3:l£ al S3j

x2=-3

. . 1

Solution : Soit: xR ; Supposons que : 2<x<3 et montrons que : ES 2x 3 <3
x_
2<x<3=2° <X’ <3’ = 4<x"<9=4-3<x"-3<9-3 =1<x*-3<6
:ls 21 <l etcomme:2<x<3 :lXZSxx ——<1x3 :>l£ <3
6 x -3 6 x =3 3 x*-3
Donc:VxeR;(ZSxS3:>lS al <3
3 x*-3
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Exerciceb6 : Ecrire les propositions suivantes en utilisant des symboles logiques convenables :
1)(P)«pour tout entier naturel n, il existe un nombre réel t tel que la racine carrée de n est égale at »
2) (Q) : « Pour tous nombres réel x et y , il existe un entier naturel p, tel que la somme des carrés

dexetde y est égale au cube du nombre p »

3) (R) : « le systéeme formé par les deux équations 3x—-2y =5 et x+ y =-3admet un couple unique
solution dans R* »

Solution : 1) P: « VneN;ﬂteR;\/;:t»

2)0: « VxeR;VxeR;IpeN/xX* +y>=p’»

3x-2y=5,

R"3! R?*/
3) (x,y) < {x+y =-3

122

Exercice7 : 1) En utilisant un raisonnement par équivalence : Montrer que :Vx e R’ : x+—
X

2) En déduire que : VxeR" : x°>2x’ -2
Solution :1) Soit : x € R},
x2+1

1
Xx+—22
X X

>2 & 2+122x & X2 -2x+12& (x—l)2 >0 Proposition vraie

. 1 : L ,
Donc: VxeR’ : x+—2=2 est aussi une Proposition vraie
X

R ‘ 1 \ . 1
2)Soit:xeR’ :Ona:VxeR : x+—2=2 donc : puisque : x3eR+anrs: x3+—322

X X
()c3 )2 +1
Donc : ~——5— 22 c'est-a-dire : x° +1>2x°
X

Donc:x°>2x’—1 or: 2x’—1>2x" -2

Par suite : VxeR" x°>2x’ -2
Exercice8 : Démontrer en utilisant la contraposée que : Vx e R;(x+x3 <2 =>x<I1 )

Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :
VxeR;(x+x3 <2 =x<l1 )

Soit : xR ; Par contraposée Montrons que : (x>1:>x+x3 =2 )
Supposons que :x>1 alors: x’ =1° c'est-a-dire :
x-l et =1=x+x =1+l=>x+x =2

Donc : (x>1:>x+x3>—2 )

Par contraposée on a donc : VxeR;(x+x3 <2 =x<1 )

Exercice9 : En utilisant un raisonnement par disjonction des cas ( ou une récurrence )

Montrer que : Vs e N:n” +n+1
Solution : Raisonnement par disjonction des cas
Soit:neN.

Premier cas : sin estpair: 3k eN:n=2k
n*+n+1=(2k) +2k+1=4k" +2k+1=2(2k" + k) +1=2k"+1 avec k' =2k> +k e N

Donc : n° +n+1 est un nombre impair.
2iemcas :sin estimpair: dkeN:n=2k+1
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n2+n+1:(2k+1)2+2k+1+1:4k2+4k+1+2k+1+1:2(2k2+3k+1)+1=2k'+1 avec

kK'=2k*+3k+1eN

Donc : »n”> +n+1 est un nombre impair.
Par suite : d’aprés le principe par disjonction des cas :

Vn e N:n”> +n+1 estun nombre impair.
Exercice10 : Résoudre dans R l'inéquation (1): x* —|x—2|-4=0
Solution : (E):x*—|x—2|-4=0 : Etudions le signe de : x—2

r |- 2 +oc
r—2| — l:] +

Si x>2 alorsx-2>0 donc : |x—2|=x-2
Donc : I'équation devient : x> —(x—2)-4=0
Signifie : x> —x+2—4=0 Cest-a-dire : x> —x—2=0
Donc: A=b?-4ac=(-12-4x1x(-2)=
Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :
—b—A _1-+/9 —b+A 149
xl = = = — et X, = = =
2a 2x1 2a 2x1
Mais : x, =—1¢[2;+00[ donc:S, ={2}

Si x<2 alors :x-2<0 donc: |x-2[=—(x-2)=-x+2
Donc : I'équation devient : x> +(x—2)-4=0 cestadire: x> +x—-2-4=0

Signifie : x> +x—6=0 :donc:A=b?—-4ac=12-4x1x(-6) = 25.
Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :

_—b—\/Z_—l—\/E__S et b+\/_ —1+\/E

24 2x1 2a 2x1
Mais : x, =2 ¢ |-0;2[ donc :S, :{—3}
Par suite : S=S5,US, ={-3;2}.

Exercice11 : Soient X et ¥ deux nombres réels strictement positifs.

=2

Montrer par I'absurde que : x <2 ou ~ <2  ou y+le/§
y X

Solution : Soient :xeR’ et yeR"

Supposons par I'absurde que : x> /2 ef - >/2 et y+l >2
y X

x>2 = — <—cet l>\/§ :>y<%e
X

1 1 2
G E P

1
la somme €) et @ membre a membre donne : y—<

Donc : v 1 _ /2 contradiction avec : o L.

Donc : x<—\/§0u —<\/_ ou y+ <.\/_
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Exercice12 : On considére la proposition suivante : P: (VxeR):x<6:>x2 <36

1) Ecrire la négation de P
2) En utilisant un raisonnement par contre-exemple, Montrer que P est fausse.

Solution :1)Ona: P: (VxeR):x<6=>x*<36 alors: P;(IxeR):x<6 er x*>36

Car: P>P<Peth
2)Ona: Pestvraiecar (3-7eR):-7<6 et (—7)2 =49>36

Par suite : P est une proposition fausse. (-7 est le contre-exemple)
Exercice13 : Soient ¢;p = Q

1) Montrer que : a+bJ2=0=a=b=0

2) En déduire que : a+b2 =a' +b'\2 =a=a et b=b'

Remarque : 2 2Q

Solution : 1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on

peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.
Nous raisonnons par 'absurde en supposant que 5 = 0O

a+b\/§=0:>b\/_=—a:>—%=\/§

Or a;b € Q donc —% e Q mais on sait que /2 ¢ @ Nous obtenons donc une contradiction

Donc h=0 et puisque : a+b/2 =0 alors a=0

2) SUpposoONs que : a+bV2 =a’+b'\2 donc a—a’' +b2 =2 =0

Donc a—a'+\/§(b—b’):0 etd’aprés 1) onaura: a—a' =0 et b—b'=0

Donc a=d' et b=b

Exercice14 : 1) Montrer que si: 27z + 1 est un carré parfait alors (n -+ 1)2 est la somme de

deux carrés parfaits.

2)Montrer que si: 7z + 1 estun carré parfait alors 147 + 14 est la somme de trois carrés parfaits.
Solution : 1) Soit neN

Supposons que si: 27z + 1 est un carré parfait alors il existe me Ntel que : 21 +1=m’
(n+l)2 =n’ +(2n+1) =n’+m’

alors (72 + 1)2 est la somme de deux carrés parfaits.

2) Supposons que si: 7z + 1 est un carré parfait alors il existe m e Ntel que : n+1=m>
14n+14 =14(n+1)=14m* = m* +9m* + 4m* = m* +(3m)” +(2m)’

alors 147+ 14 est la somme de trois carrés parfaits.

Exercice15 : Montrer par récurrence que : V72 « N ; 10" +10°""" +1 est un multiple de 111
Solution : 1étapes : I'initialisation : Pour n=0 nous avons ;107" +107°" +1=100+10+1=111
et 111est un multiple de 111

Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : soit: 7 e N

Supposons que P(n) soit vraie C'est-a-dire : 3k e N/10°""> +10°"" +1=111k

Donc: 3k eN/10>""7? =111k —-10>"" —1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/10°"" +10°""* +1=111k" ??

10”*5+10&”4+J;:10”*2x103+10””‘x103+1:{1nk—1m“h4}do%moh“xuf+1
=111k x10° =10 x1000—1000+10""" x1000+1 =111k x10°> =1000 +1
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=111kx10° —999=111(k><103 —9):111k’ avec k'=kx10°-9eN
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona: vV e N ; 10

03n+1

+1 +1 est un multiple de 111

k=n—1
Exercice16: 1) Onpose: VaeN" : S, =1 +32+5> +...+(2n—1) = > (2k+1)°
k=0
1) Calculer: S, ; S, et S,
k=1 n(4n2 —1)

2)Montrer par récurrence que : VaeN"; S, = > (2k+1)2 = 3
k=0

k=0 k=1
Solution:1) S, =1>=> (2k+1) =letS,=1+3>=> (2k+1)" =1+9=10
k=0 k=0

k=2
S,=1+32+52=> (2k+1)" =1+9+25=35
k=0

n (4n2 — 1)
2)Notons P(n) la proposition : "S, = f"
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N”".

1(4x1°-1
Q:E:I donc P(1) est vraie.

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons : S, =1 et i

L’hérédité : 2étapes : soit n e N*

. . o k=n-1 q n(4n2 —1)
Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : S, = Z (2k+1) =#
k=0
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
ke (n)(4(n+1Y=1) (a1 (4n2+8n+3
Montrons alors que : S,,, = > (2k+1) = ( 3 ):( ) 3 ) 22
k=0
4n’ +8n*+3n+4n*+8n+3  4n’ +12n2+11n+3
C’est-a-dire montrons que : S, ,, = " n; mrentS _tn n3+ n ??
k=n 5 k=n-1 5 5
Ona: S, =D (2k+1) = > (2k+1) +(2n+1)
k=0 k=0
kzn 1 n(4n® -1
Or d'aprés I'hypothése de récurrence : S, = > (2k+1)" = %
k=0
n(4n’ -1 4 —n+3(2n+1)  4n’ —n+3(4n* +4n+1
Donc : S,Mz—( )+(2n+1)2: mont3(2nrl) ( )
3 3 3
4n> —n+12n° +12n+3  4n’ +12n° +11n+3
Donc: S,., = =
3 3
C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.
. . kgn1 5 n(4n2 —1)
Conclusion : Par le principe de récurrenceona: VneN" ; S = Z (2k+1)" = —s
k=0

Exercice17 : Montrer que Pour tout entier naturel non nul n,

n’ -1 est divisible par 8 si et seulement si n est impair.
Solution : Nous procédons par double implication

Montrons d'abord, que si n est impair, alorsn® 1 est divisible par 8 .
En effet, si n est un entier naturel impair, alors :

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

I~



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
Jk eN tel que : n=2k+1et on aura alors:
n —1:(2k+1)2 —1=4k*+4k+1-1=4k(k+1) or comme le produit de deux entiers naturels

Consécutifs est pair, il existe un entier naturel m tel que : k(k+1):2m

On aura donc n° -1=8m avec m entier naturel. C'est-a-dire, n° -1 est divisible par 8 .

Montrons maintenant I'implication inverse, c'est-a-dire si n’ -1 est divisible par 8 alors n est impair
Raisonnons par | ‘absurde et supposons que : n° -1 est divisible par 8 et que n est pair

Signifie : 3k N tel que : n=2k

Donc : n* —1=n’-1* =(n+1)(n—1)=(2k+1)(2k —1) est un nombre impair, car produit des deux nombres
impairs 2k+let2k—1

Ceci est contradictoire avec Hypothése que n’ —1est divisible par 8

D'ou n est impaire.
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C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

100
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