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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°16 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 :1) Traduire symboliquement la proposition P : suivante :
P : « Pour tout couple de réels, si la somme et le produit de ces deux réels est rationnel, alors ces

deux réels sont deux rationnels »
2) Donner la négation de la proposition P :

3) Déterminer la valeur de vérité de la proposition P :
Solution :1) P:" (VxeR)(VyeR);(x+yeQetxxyeQ)=(xeQ ety Q)

2)P:" (IxeR)(IveR);(x+yeQetxxyeQ)et(x2Q ouy ¢ Q)
3) Donnons un contre-exemple pour montrer que : P : est fausse.
Prenons : x=2+4/3 et y=2—\/§ ona: x+y=4 et x><y=(2+\/§)(2—\/§)=22—\/§2=1

Donc x et y sont deux réels dont la somme et le produit sont des rationnels, sans qu'aucun d'eux
ne le soit
Donc : P : est une proposition fausse

Exercice2 : On considére les propositions suivantes :
P:(HyeR)(VxeR):xy+2y+x+2=0 et Q:(Vn eN*):Q/n(n+1)+1 eN

a—>b
<c
e
1) Déterminer la valeur de vérité de P

2) Ecrire la négation des propositions P et O et R

3) Montrer que la proposition O est fausse
Solution :1) P:(ElyeR)(‘v’xeR):xy+2y+x+2=O
xy+2y+x+2=0<:>y(x+2)+x+2:0<:>(x+2)(y+1):0

a+b

R:(‘v’(a;b;c)eR):{|a| <c et|b|-<c =

Sije prends : y =—1alors: (VxeR):xy+2y+x+2=0
La_proposition P estvraie
2)P:(VyeR)(EIxe]R):xy+2y+x+2¢O
é:(ﬂneN*):«/n(nH)HeN
E:(El(a;b;c)eR):Dchet|b|<c et a;b

a+b

+

-

3) Déterminons la valeur de vérité de 0
Ona :é:(ﬂneN*):«/n(n+1)+l ¢ N
Pour: n=1:J1(1+1)+1=/3 N

Donc La proposition QO : est vraie par suite Q est fausse
Exercice3 : Montrer que : (V(x;y;z)eR3):x+y+z:0:>|x—y|+|y—z|+|z—x|2%(|x|+|y|+|z|)
Solution : Soient(x;y;z) € R’ : On suppose que : x+y+z=0

1
Ona: |x—y|+|y—z|+|z—x|:E(2|x—y|+2|y—z|+2|z—x|)
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C’est-a-dire : :%((|x—y|+|y—z|)+(|y—z|+|z—x|)+(|z—x|+|x—y|))

|x—y|+|y—z|+|z—x|2%(|x—2y+z|+|y—2z+x|+|z—2x+y|)

Etona: x+y+z=0 donc: |x—y|+|y—z|+|z—x|2%(|—3x|+|—3z|+|—3y|)
3

Donc : |x—y|+|y—z|+|z—x|2§(|x|+|z|+|y|)

. 1 .3 1
Done = [x— y[+[y—z|+]z = = Z(|x]+[z| +[31) Car = Z(|xl+[zl+[v]) 2 5 (|x]+]z]+]»])
Exercice4 : Montrer que : V(a;b;c)e(Rj)3 ST ISSTINS S S S
a b ¢ abc

Solution : Nous raisonnons par contraposition : Soit : (a;b;c) e (R’;)3

Montrons que : LIS U N S SR
a b ¢ abc

Supposons que : l+l+l=L
a b ¢ abc

Ona: (a—b)2+(a—c)2+(b—c)2 >0; (vraie) :>(a2—2a><b+b2)+(a2—2a><c+c2)+(b2—2b><c+02)20
=2a>+2b>+2¢* —2axb—-2axc—2bxc>0
:>2(a2+b2+cz)22(axb+axc+bxc)

S a*+b*+c* >axb+axc+bxc Commeona: l+l+l=L

a b ¢ abc

:>abc(l+l+l)=Labc:bc%—acﬁ—ab:l:>a2+b2+c221
a b c¢) abc

Donc : l+l+l=L:>az+b2+c221
a b c¢ abc
. TSR 7. *\ . 2 2 o I 1 1 1
Alors : par contraposition : ‘v’(a,b,c)e(R+) D <] e ——
a b c¢ abc
Exercice5 : 1) a) En utilisant un raisonnement par équivalence :

Montrer que :Va e R’ : 2a+1<a+1

2 2
b) Montrer que:V(a;b)e(Rj)2 : a;bg‘fa erb

Vax+1+J4y+1
2

2) En déduire que : Vxe R etVye R’ <x+y+1

Indication : appliquer b) puis a)
Solution :1) Soit: a eR",

J2a+1 Sa+1<:>(\/2a+1)2 <(a+1)’ < 2a+1<a’+2a+1 0<a* Proposition vraie

Donc :Vae R’ : 2a+1<a+]lestaussi une Proposition vraie

2) Soit : (a;b) e (R")

2
a+b a’?+b? a+b ? a’*+b? a*+2ab+b?*  a’+b?
s,/ = < = <
2 2 2 2 4 2

& a* +2ab+b? < 2a% +2b* < 2ab<a* +b? <0< a’ +b~2ab <0< (a—b)’
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2 2
Donc : a;bs,,a erb <:>O£(a—b)2Proposition vraie

. b /2 b , " .
Donc:V(a;b)e(R+)2: a; < a; est aussi une Proposition vraie

2) Soient : Vxe R’ etVy e R’

YeR =x>0=4x>0=4x+1>1 et1=0=a=4x+1>0

yeR = y>0=4ux>0=4y+1>1 et1>0=b=4y+1>0

b_ [a+b? a1+ fay+1 _ [Nax+1 +Jap+1
+ + x+1+ + x+1 + +
D’aprés b) on a alors : 4 5 < a 5 c’est-a-dire : 4 s\/ 24

2 2
4dx+1+ 4y +1 4x+1+4y+1 dx+1+ 4y +1 4x+4y+2
Donc : \/ al 2\/ Y S\/ Xt er y+ c’'est-a-dire : \/ al 2\/ Y S\/ x+2y+

Vax+1+J4y+1 o x4+l
Donc : 5 <2x+2y+1 cest-a-dire : 5 < J2(x+)+1 @
D’aprés a) et puisque : a=x+y >0 alors : 2(x+y)+1<x+y+1 @

Vax+1+J4y +1
2

Exercice6 : Soit P(7)la propriété dénie sur N par: « 7" —1Est divisible par 3 »

De : €@ et @ En déduit que : Vxe R’ etVyeR" : <x+y+1

1) Démontrer que si P(n)est vraie alors P(n+1)est vraie.

2) Que peut-on conclure
Solution : 1) Démontrons que : P(n)= P(n+1)

Supposons que : 7" —1est divisible par 3 c’'est-a-dire : 3k e N/ 7" —1=3k
Montrons que : 7' —1 est divisible par 3 ??

7 —1=7"xT7" —1=3k+1)x7=1=3%xTk+7—1=3x7k+6 =3x(7k+2)=3xk’
Donc : 7"*' —1 est divisible par 3

Donc :P(n)DP(n+l)

7° —1=1-1= 0 est divisible par 3
Donc P(0)est vraie

Et on a montré que : si P(n)est vraie alors P(n+1)est vraie

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : « 7z  IN 7" —1est divisible par 3 » (vraie)
Exercice? : Montrer que : V72 € N : 37" + 4> 1 5°"" st un multiple de 11

Solution : 1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons :

370447072 4570 = 1416+ 5=22=2x11

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: Ik e N/3”" +4°""? + 57" =11k donc: Tk e N/3%" =11k —4°"+> 55"
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k' € N /3" 4442 . 55757 — 11k 22

35n+5 + 45n+5+2 + 55n+5+l — 35n ><35 + 45n+2 ><4_5 +55n+1 > 55
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_ (1 Lk — 452 _55n+1)x35 F 452 0 45 4 5 55 S Tk x 3% — 4572 % 35 — 55+ 5 35 4 45142 5 45 4 550+ 55
=11kx3 +(4° =3 )47 +(5° =3°)5"" =11k x3° + (1024 - 243) 4™ + (3125 - 243) 5
=11kx3 +781x 4" +2882x 5" =11kx3 +71x11x 4™ +262x11x 5"
=11(kx3"+71x4"" +262x5™"" ) =11k avec k'=kx3’ +71x4""+262x5"" € N

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : vz < N :3" +477 +57

+5"" est un multiple de 11
Exercice8 : Soit a un élément de ]0,1[
1)Montrer que : V(p;q)eN* « p<qg=>a” =2a? »

1-a"

2)a) Montrer que : VneN® a+a’ +..+a" =a
—d

b) Déduire que : VneN : 1—a" =n(l1—a)a""
3) Prends : azl—izet montrer que : "VneN"—{1} : [1—%) (1+lj£1 "

n
Solution : 1) Soit : (p;q) e N?
Supposons p<q :alors: dkeN/ g=p+k
a’ —a? =a” —a’* :ap(l—ak) etcomme: a€0,] = 0<a<1=0<ad" <1 =0<1-d"
Donc: a’ —a? >20=a” > a’
Donc: V(p;q)eN* « p<q=a” =>a’ »

1_ n
2)a) Montrons que : VneN" ;a+a’ +...+a" =a .
—a
iy " 2 n 1—a" "
Notons P(n) la proposition: " a+a” +...+a" =a N
—a
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie Vn e N*

1-a'

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :a' = a et a =qa

l1-a
Donc P(1) est vraie.
L’hérédité : Soit: ne N*
1—a

1—a

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : a+a’ +...+a" =a

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

l_an+1
Montrons alors que : a+a’ +...+a"" =a

??
1—a

n+l n+l

Ona:a+d* +.+a"" =a+a*+..+d"+a

H Y ] by e n l_an
Et on a d’aprés I'hypothése de récurrence : a+a’ +...+a" =a !
—da
l_an a_an-H +an+1 _an+2 a_an+2 l_an+l
Donc: a+a*+..+a"" =a +a"" = = =a
l-a l-a l1-a l-a
C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.
. o , . 1-a"
Conclusion : Par le principe de récurrenceona: VaeN" ja+a’ +...+a" =a 1
—d

b) Déduisons que : VaeN' : 1—a”" 2n(1—a)a""
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Soit: neN" :Ona: V(p;q)eN’ « p<q=>a’=>a’ »

n C n - k
I<n=a"<a" VkeNet1<k<n donczza SZa
1 1

l_an :)nan_l < 1_an
1—a 1—a

Donc: VneN*: l1—a"2n(l—a)a"

Donc : na" <a :>(l—az)na"_1 <l1-a"

3) Montrons que : "VneN"—{1} : (1—Lj(l+ljsl "

2
n n

Soit: neN” —{l}

On prend : azl—%e]o,l[ vneN {1} dans: 1—a" 2n(l-a)a""
n

1 n 1 1 n—1
N ) i [ 1 e [ —— 1——
On aura: ( nzj ( ( nzjj( nzj
1 n 1 1 n—1
On aura donc : 1—(1——2j 2—(1—_2j
n n n
1 1 n—l1 1 n 1 1 n 1 n ! el { "
T e I e e G R G I (I 3

1 1Y
Par suite : 1= —+1 1—? "Vne N —{1}

n
Exercice9 : Soient «;b;c des nombres entiers relatifs impairs

1) Montrer que : I'équation a x*+bx +c =0 n’admet pas de solutions dans Q
2)Résoudre dans R I'équation : x2+x—(2n+1)=0 OU ne N

3) En déduire que : VreN ; J8n+5¢Q

4) Montrer que : v2021¢Q

Solution : 1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on
peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

Par I'absurde, supposons qu’il existe » € Qtel que ar?+br+c=0:

reQ= 3IpeZ ; Iqel telque: r=2 avec prg=1
q
2 2
On adonc: a(ﬁj +b(£j+c=odonc: aZ b2 =0
q q q q

Donc: a p® +bpg+cqg®> =0 (1)

v Si: p et ¢ sont paires

2 divise p et2divise ¢ donc: parg=1

Impossible car: pAg=1

v Si: p et ¢ sontimpaires

On a: ap’ estimpair et bpg estimpair et cg> est impair
Donc : a p*> +bpg +cq” est impair

Impossible car 0 est pair

v Si: p est pair et ¢ est impaire
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Ona: a p’ estpair et bpg est pair et cqg? estimpair Donc : a p* + bpg + cq> est impair
Impossible car 0 est pair
v Si: p estimpaire et ¢ sont paire
On a: a p® estimpair et bpg est pair et cq” est pair Donc : a p? +bpg + cq® est impair
Impossible car 0 est pair
Dans tous les cas : a p> +bpg +cq”> # 0
Par suite : 'équation a x2+bx+c¢ =0 n‘admet pas de solutions dans Q

2)Résolution dans R de I'équation : x2+x—(2n+1):0 OuneN
A=1"+4(2n+1)=81+5>0 car ne N
Donc : deux solutions :

_oleNBnts . _—1-\8n+5 Dol - S_{_l_ﬂ/8n+5 .—1+~/8n+5}
2 B 2 ’

X ) 2 >
3) Déductionque : VrneN ; /8rn+5¢Q
Par I'absurde, supposons que : V/8n+5 € Q

Alors : —1++81n+5€Q

Alors : —LFN8n+3 “28”+5 cQ

Alors : I'équation : 1x2+1x—(2n+1)=0admet des solutions dans Q

Contradiction : car I'équation 1x2+1x—(27+1)=0 n'admet pas de solutions dans @
(a=1€Z; b=1€Z ; c=—(2n+1)e)

4) Montrons que : +/2021 ¢ Q

Ona:VneN ;\J/8n+5¢Q

Etona: 8n+5=2021<8n=2016 <>n=252

Donc : \/8x252+5 ¢ Q c'est-a-dire : V2021 ¢ Q

Exercice10 : Par 'absurde montrer que ; Vn e N* : Jn+Jn+1egN

Solution : Soitn € N* : Par 'absurde, supposons que : vn ++n+1eN c'est-a-dire : qu'il existe

Im e Ntel que : Vn+Vn+l=m

\/;+\/n+1=m:>(\/;+ n+1)2=m2

:>n+2«/;\/n+1+n+1=m2:>2,[n(n+1)=m2—2n—13m2—2n—leN

C'est-a-dire : qu'il existe Im' eNtel : m* —2n—1=m'

donc: = 2\n(n+1)=m'=4n(n+1)=m"

=4’ +dn+1=m? +1=(2n+1) =m” +1

= (2n+1) —m? =1= (2n+1-m')(2n+1+m')=1
{2n+l—m :1:>2n+l—m'+2n+l+m':l+l:>4n=0:>n=0 maisona: neN’
2n+1+m'=1

C’est une contradiction et ceci signifie que Vne N* ; Jn+Vn+1¢N

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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