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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°15 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Déterminer, en justifiant la réponse, la valeur de vérité de chacune des propositions
suivantes et déterminer leurs négations :

1)P: "V81 %16 ++/25 ou 3 =/5-+2"

2)0: « Vxe |-o0;—5];—x2—x+6<0»

3)R: « VxeR*;\/m—x=0»

4)S:« IneN;VxeR:n—-1<x%»

Solution: 1) P: " 81¢\/ﬁ+\/§ ou «/§:\/§—«/§"

"\/_1¢\/E+ 25 " est fausse car : "\/_6+\/§:4+5=9 et \/8_1:9"
B=V5-12 Signifie : B2 =45 estfausse car:

(\/§+\/§)2 :\/§2+\/52+2\/§\/§:5+2«/3 Mais : \/§2=5

P: "\/_1¢\/E+\/E ou «/52\/5—\/5" est fausse
P "J81=A16+25 et 3= /5-2"

2)0: « Vxe]—oo;—S];—x2—x+6£O»

-x>—x+6: A=b?-4ac=(-12+4x1x6=25.
Comme : A > 0, le trinbme posséde deux racines distinctes :

—b-25 1-5 —b-25 1+5
xl = = = 2 et x2 = = = —3
2a -2 2a -2
Tk -0 -3 2 +o¢
— i+ - 0+ 0 -

Vxe]—oo;—3];—x2—x+6s0 et Comme : -5<-3
Q: « Vxe |-0;-5];—x>~x+6 <0» est vraie
é: « EIxe]—oo;—S];—xz—x+6>-O»

3)R: « VxeR" \/x*+1—x=0» alors: R: « Ixe R ;\x"+1-x#0»

R: « 3xeR*;Vx® +1—x#0; il suffit de prendre :x=1 :1e R*;V1°+1-1=~/2-1%0

R: est vraie par suite R: estfausse

4)S: « IneN;VxeR:n-1<x?»; est vraie il suffit de prendre :n=1 :1e N;1-1=0<x?
dn=1eN;VxeR:1-1<x2

Exercice2 : Ecrire les propositions suivantes en utilisant les quantificateurs et les connecteurs
logiques :

1) P: « 'équation x> =3"n’a pas de solution réelle »

2)Q: « le carré de tout réel est supérieur ou égal a—3" »

3)R: « I'équation x* =3" admet une unique solution réelle »

PROF: ATMANI NAJIB



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
Solution : 1) P: « VxeR;x* #3»

2) O: « VxeR;x*>—/3»

3) R"IxeR/x*=3"

Exercice3 : On note : 7 P ou non P : la négation de la proposition P

Soient P et Q deux propositions.

Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont équivalentes a la négation de P = Q ? Justifier a
I'aide d’'une table de vérite.

1)Pou(nonQ) 2)(non Q)= (non P) 3) P et (non Q)

Solution : La table de vérité de ces propositions est :

PIOT-P|-Q| AP =0Q) [PV ]| —=-P|PAQ
FIFI V]|V F v v F
Flvlv| F F F Vv F
VIFlF| Vv Vv v F Vv
vivlF| F F v Vv F

Comme seule la colonne de P A 7Q est identique a celle de 7(P = Q), on en déduit que seule
Cette proposition (la troisiéme) est équivalente a la négation de P = Q.

Exercice4 : On consideére la proposition suivante :

P :« ‘v’(x .Y )e R (x2 =y’ :>|x|:|y|) »

1)Montrer que : P est une proposition vraie

2) Ecrire la négation de la propositions P

Solution : 1) Pour démontrer la véracité d’'une implication :

P = Q on peut procéder de deux maniéres :

(1) Par déduction : on détermine une assertion R telle que : P = R et R = Q. (avec possibilité

d’enchainer plusieurs assertions intermédiaires)
(2) Par contraposée : on établit non(Q) = non(P)

Soient (x ; y )eR?. Montrons :x* =y’ = |x|=|y|

On va procéder Par déduction : Supposons : N= y2 .

Ona: x’=y"donc: x’ —)y* =0

Donc : (x—y)(x+y)=0

Donc: x—y=0 ou x+y=0

Par suite : x=y ou x=-y

Donc : |x| =|y|

2)P :« I(x ; y)eR? (x2 =y’ et |x|¢|y|) »

Exercice5 : Les propriétés suivantes sont-elles vraies ou fausses ? (Cochez si vous pensez)
1)f P"IxeR;VyeR y>x2"

2)f P"VyeR;3xeR y>x2"

3)f P"IxeR;VyeR y<x2"

4)f P"VyeR;IxeR y<x*"

Solution: 1) f P"IxeR;VyeR y>x2"

Démontrons que : P est vraie

P"VxeR;dyeR y=<x*"

Soit:xeR Prenons: y=-1ona: -1<0<x?

P est fausse

2)f P"VyeR;IxeR y>x2" Démontrons que : P est vraie

P"dyeR;VxeR y<x*": Prenons: y=-lona:-l1<x> donc: Pestfausse

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

IN



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
3)f P"IxeR;VyeR y<x2"
P"VxeR;IyeR y=x2"
Soit:xeR Prenons: y=x2+1 donc: y> x?
P est vraie donc : P est fausse
4)X P"VyeR;3xeR y<x*"
SmtqmﬂR;pmn0m5xzy+1:x2—y:(y+02—y:)9+2y+1—y:)9+y+letA<0
Donc: y*+y+1=0
Par suite : P est vraie
Exercice6 : acR etheR telque: ae|-L1[ et be]-L][
a+b

1)Montrer que : -1< <1
1+ ab
2) Montrer que : |a+b|<|l+ab|
Solution : —1<-t? <1c>|a+b|<1c>|a+b|<|1+ab|
1+ab |1+ab|
Sla+b*<|1+ab|* < a*+b*+2ab < 1+ a*h*+2ab
Dong : —1<-4+? <1< (a2-1)(1-62)<0
1+ab

Donc:ae|-L1 et be]-L1[ =-1<a<1 et -1<b<I
=la|<1 et |p|<1=4a><1 et B2<1=a’-1<0 et 1-p?>0=(a?>-1)(1-0*)< 0
a+b

1+ab
Exercice7 : Démontrer en utilisant le Raisonnement par équivalences que :

<1

Donc: ael-L1 et be]-L1[ = -1<

VaeR;(a—2|£§<:>L< 1 < 1)

10" 3242 6
Solution : Soit: aeR ;

|a—2|s3@—3361—233@—3+23a33+2@f3a3§@433a38@6s3a+2310
373 33 3 3 3

2
D la—-2|< =< —< <—
one : |a—2| 3710 3a+2 6

Exercice8 : Considérons la fonction propositionnelle : P(n): (neN); A(n)=n*+n+41

1) Calculer : 4(0); 4(1); 4(2) et 4(40)

2) Montrer que la proposition suivante est fausse :« (Vn eN*);A(n): est nombre premier »
Solution :1) 4(0)=02+0+41=41; A(1)=12+1+41=43; A(2)=22+2+41=47;

A(40) =402 +40+41=1681

2) La négation de:« (Vn eN*);A(n): est nombre premier » est :

« (Eln eN*);A(n): n’est pas nombre premier

(Hn:40eN*);A(40)=1681=41><41 n’est pas nombre premier

Donc : La négation de:« (Vn eN*);A(n): est nombre premier » est vraie

Par suite : la proposition « (VneN');4(n) » est fausse
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Exercice9 : 1) Démontrer par 'absurde que la proposition suivante est fausse : (P):

"B+5<242"

2) Démontrer en utilisant un contre-exemple que la proposition suivante est fausse :

Q: « VxeR";x*>x

3) Démontrer en utilisant des équivalences successives que la proposition suivante est vraie :
R: « V(x;y)e(IW)2 ;9x+4y212\/5

4) Démontrer en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

S« V(x;y)e]Rz;[y;t—gx :>x_y¢7]
4 x+y

5) Démontrer en utilisant le raisonnement par récurrence que :
Le nombre : 42" — 32" est divisible par 7 pour tout entier naturel n
Solution :1) Supposons par l'absurde que : \/§+\/§< 22 est vraie

\/§+\/§<2\/§:>(\/§+«/§)2 <(2\/5)2 :>(\/§)2+(\/§)2 +2J§xJ§<8

—3+5+23x/5 <8= 215 <0 Contradiction
Pa suite : la proposition : (P) : "J3++/5 <242" est fausse

2) 0: « VxeR;x*>x donc:0: « IxeR";x* <x
2
1 I 1
Pour x:le]R*+ nousavons: | — | =—<—
2 2 4 2

Q: est vraie par suite : QO : est fausse
3) Démontrons en utilisant des équivalences successives que la proposition suivante est vraie :

R: « V(x;y)e(]R*)z;9x+4y212\/E
2
Soit : (x;y)e(R+)
Ox+4y> 12@@(3\/;)2 +(2\/;)2 —2><3\/;x2\/;2 0 @(3&—2\/;)2 >0 Proposition vraie

. + 2 e .
Par suite : R: « v(x;y)e(]R ) ;9x+4y212\/5 est une Proposition vraie
4) Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :

S« V(x;y)eRz;[y;t—gx :>x_y;t7]
4 X+y

. . - 3
Soit : (x;y) eR* ; Par contraposée Montrons que : [er—y =T=y= _Zx j
x+y

Xy
x+y

:7:>x—y=7(x+y):>x—y=7x+7y:>—y—7y=7x—x:>—8y=6x:>y=£8x:>y=—%x

Par contraposée on a donc : V(x;y) € RZ;(y # _Ex S A 7}
4 x+y
5) Montrons que : 4>” — 32" est divisible par 7 pour tout entier naturel n
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 4°” —4” =4° —4° =1—1 = 0 et 0 est
divisible par 5
Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie
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Cest-a-dire: 3k e N/4’ —4" =5k
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3k’ e N/ 4" — 4" =5k’ 22
4 4 = x4 —4' x 4" =65x4" —4x4" :(65—1)><43" —(5—1)x4” =5x13x4" —4" —5x4" +4"
=5x13x4" =5x4" —(4" —4") =5x13x4" —5x4" =5k =5x(13x4" 4"~ k) =5xk'avec k'=13x4" -4" -k eN
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona:: Vzz € N 4°” — 4" est divisible par 5
Exercice10 : 1) Démontrer en utilisant le Raisonnement par implications successives que :

‘v’(x;y)eR2;(x>-2 et y>—2:>xy>—x+y)
2)Démontrer en utilisant le Raisonnement par contraposée que :
Vx>2et Vy>2 :(x;ty:>x\/y—1 ;ty\/x—l )

Solution : 1) Soit : (x;)eR? ; Supposons que : x>2 et y>2 et montrons que : X)> X+ Y
x>2et y>2=>x-1>1let y—l>—1:>(x—l)(y—l)>-1:>xy—x—y+1>—1:>xy>x+y

Donc: V(x;y)eR*(x>2et y>2=xy>x+y)

2)Démontrons en utilisant le Raisonnement par contraposée que :

Vx>2et Vy»>2 :(x¢y:>x\/y—1¢y\/x—l)

Soient: x>2 et y>2 ;Par contraposée

Montrons que : x\/y—lzy\/x—1:>x:y

xfy 1=y 1= (xfy 1) =(Wr1) =2 (y-1)=y (x-1) = y-o =yix-y’
=Xy x+)y —x" =0 = xp(x—y)-(x=y)(x+»)=0

:>(x—y)(xy—(x+y)):0 =x-y=00uxy—(x+y)=0 =>x-y=0o0u xy=x+y

D’aprés1)(x>—26t y>—2:>xy>—x+y)donc: Xy >=x+y parsuite : xy#x+y

Par conséquent : x«/y—l =yJx—-1=x—y=0

1

Exercice11 : Démontrer par 'absurde que : VaeQ;VneN":a+ > zQ
n
Solution : Soit a€Q et neN" : Montrons par I'absurde que : a4+ \1/5 eQ
n
- _ 1 s A2
Pour ceci, supposons que :a+ > e Q Clest-a-dire : a+2— eQ
n n
Ona :a+2—ﬁe@ et puisque a € Q il en découle que : ge@
n n
Et en multipliant par rentier naturel : 2z < Q on- aboutia: v2 € Q
Résultat qui contredit le fait que/2 ¢ Q
N 1
D'ou: VaeQ;VneN :a+ ¢
¢ e
X +x2-2=0

Exercice12 : Résoudre dans R* le systéme suivant : (1):
x’+xy-y+y*=0
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Solution : Soit(x; y) e R’

{x3+x2—2=0 <:>{)c3—1+x2—1:0 @{(x—l)(f+x+1)+(x—1)(x+1):0

+xy-y+y*=0 |(x¥*+xy-y+)y*=0 X2+xy—y+12=0

{(x—l)(x2+2x+2):0 {x—I:O ou x> +2x+2=0 {le ou x> +2x+2=0
& = =

XCHxy-y+y*=0 X +xy-y+y*=0 X Hxy=y+y*=0

SX2+xy—y+32=0 et (le ou x2+2x+2:O)

2 _ 2 _ _ 2 _ _
<:>(x +xy—y+1y*=0 etx—l)ou[x +2Rx+2—0 etx—l)
Donc: §=0
Exercice13 : Démontrer par récurrence que quel que soit I'entier naturel n :

n’ +2n est divisible par 3 .

Solution :La propriété est vraie pour n=0 :

En effet, O est divisible par tous les entiers non nuls.

Supposons que la propriété est vraie pour neN et montrons qu'elle est vraie pour n+1

C'est-a-dire montrons que si #’ +2n est divisible par 3 alors (n+1)3 +2(n+1)I'est aussi
(n+1)3 +2(n+1)=n’+3n" +3n+1+2n+2=n’ +2n+3(n2 +n+1)

Or d'aprés Hypothése de récurrence : n’ +2n est divisible par 3 .
Et comme : n* +n+1eN alors : 3(n2 +n+1)est aussi divisible par 3

Donc : (n+1)3 +2(n+1) est divisible par 3

Donc : quel que soit I'entier naturel n : »’ +2n est divisible par 3 .

Exercice14 : Montrer que : V72 € N” +3"7% — 2 est un multiple de 11

Solution : 1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :

210077 43712 _ 2 =243 2" =8+427-2=33=3x11

Donc P (1) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e N/2'""7 +3°"2 _2 =11k donc: ke N/2""7" =11k—-3""7+2
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : k" e N /21971977 1. 33"+572 _ 2 =11k’ ??

210n+10-7 @@sn+52, o _ JI0n=T o 10 | 352 35 _ (1 Ve =32 +2)><210 +3 230
=11kx2" =372 %2 +2x2"0 +372 x3° =2 =11kx2" +3"7 (3 -2")+2x2" -2
=11kx2" +3"72(243-1024)+2x1024 -2 =11kx2" =3"*x781+2046

=1 1kx29—3"2x11x71+186x11 =11(k><21°—35"‘2x71+186)=11k'avec k'=kx2°-3"?x71+186eN
Donc P(n+1) est vraie.

. 210}1—7

Conclusion. Par le principe de récurrence ona : Vi e N* ;27 +3"7 ~2 est un multiple de 11

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que 'on devient un mathématicien
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