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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF
1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°11 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et
pourquoi ?

1) Si Marrakech et en France alors 3 -2 =2

2) Soit Marrakech et en France, soit les grenouilles aboient ;

3) Soit les roses sont des animaux, soit les chiens ont 4 pattes ;

4) Si 'nomme est un quadrupéde, alors il parle ;

5) Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs ;

6. Marrakech est au Maroc ou Madrid est en chine.

Solution :1) Il s'agit, ici d'une implication.

« Marrakech et en France » est faux et « 3-2 = 2 » est faux, or la seule possibilité pour qu'une
implication soit fausse est qu'une assertion vraie implique une assertion fausse, donc l'assertion
1 est vraie.

2) Une phrase, en frangais, du genre « soit..., soit... » se traduit mathématiquement par « ... ou...
» « Marrakech et en France » est faux et « les grenouilles aboient » est faux donc 'assertion 2
est fausse.

3) « Les roses sont des animaux » est faux et « les chiens ont 4 pattes » est vrai, donc
I'assertion 3 est vraie.

4) « L’homme est un quadrupéde » est faux et « il parle » est vrai, donc l'assertion 4 est vraie.
5) « Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » peut se traduire par « les roses ne sont
pas des animaux et les roses ne sont pas des fleurs ». « Les roses ne sont pas des animaux »
est vrai et « les roses ne sont pas des fleurs » est faux donc « les roses ne sont ni des animaux,
ni des fleurs », donc l'assertion 5 est fausse.

6) « Marrakech est au Maroc » est vrai et « Madrid est en chine » est faux, donc « Marrakech
est au Maroc ou Madrid est en chine » est vraie.

Exercice2 : Ecrire chacune des propositions suivantes en utilisant les symboles logiques et les
quantificateurs

1) « 'équation 3x>—2x—5=0 admet une solution unique dans 'ensemble N »

2) « l'inéquation x>*-3x—11<0 n‘admet pas de solution dans 'ensemble R »

3) « si un entier naturel est un multiple de 12 alors il est divisible par 3 »

4) « un entier naturel est pair si et seulement c’est un multiple de 2»

Solution :1) (3!xeN)/3x2-2x-5=0

2) (Vxe]R)/xz—3x—ll>-O

3) (VneN)/(3keN)n=12k = (k' e N)n=3k'
4) (VneN)/nestpair@(ElkeN)nzﬂc

Exercice3 : Nier les assertions suivantes :
1) Tout triangle rectangle posséde un angle droit.
2) Dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs.

3) (Ve > 0);(Fa > 0):

5
x=2 <a=[5x-7|<¢
Solution :1) Il existe un triangle rectangle qui ne posséde pas un angle droit.
2) Il existe au moins une écurie ou il Ya un cheval non noir.

3) (Fe>0);(Va >0): x—% <a et 5x-7|z¢

Exercice4 : On considére les propositions suivantes P:" (Vxe]0;+oo[):x2 >x "
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0" (Vae[0;+oo[): 2a <1 et R:"P=Q"

1+\/E

1)Donner: P ; O et R

2) Montrer que P est fausse

3) Déterminer la valeur de vérité de : ¢
4) Déterminer la valeur de vérité de : R
Solution :1) P :"(3xe]0;+oo[):x2 <x"

0 :"(Ja e [0;+0]): 23_21” et R "PetQ"

1++a

2a ST

R :"(Vx € ]O;+oo[) xt>x et(EIa € [O;+oo[): 1
++a
2)Montrons que P est fausse
2

P :"(EIxe]O;+oo[):x2 < x" est vraie car Z"(Elx=le]0;+oo[j:(l) LY

2 2 4 2
Donc : P :est vraie et par suite : P est une proposition fausse
3) Déterminons la valeur de vérité de : ¢

Ona :é :"(EIaE[O;—koo[):l 2a
++a

Par suite : 0 est une proposition fausse

4) Déterminons la valeur de vérité de : R

Ona: R :"P= Q" avec: P estune proposition fausse et 9 est une proposition fausse
Donc : d’aprés le tableau de vérité de : "="

R est une proposition vraie

=1>1"

>1" est vraie car :"(3a =1€[0;+oo[)' *

x1
.1+\/I

Exerciceb : A I'aide de la méthode des tables de vérité, dites si la formules "P ouP" est une

tautologie.
Solution :
P P PouP
F V V
V F V

"P ouP" est une tautologie car toujours Vraie
2

1
Exercice6 : 1) a) Vérifier que pour toutxeR—{ljon a: I 1+x+ —_

b) En déduire que : YxeR-{1} ; |x|g% = %—(Hx) <2x2
—X
2 I+x)(1-x)+x* 12—x2+x2 1
Solution : 1) a) Soit :xe R—{1} ; I+x+— =) Poaiat
I-x I-x I-x I-x

b) Soit :XER—{I} tel que : |x| g%

Ona:

2 2
L=1+x+x_ donc: L_(1+x)=x_
1-x 1—-x 1—x 1—x

1—-x
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. g 1 2
C'est-a-dire : |——(1+x)[=—— (1) Car: x*>0
1-x |1—x|
. 1 | 1 TR | 1
Ona:|x|<=donc: ——<x<— cestadire: -—<—x<—
2 2 2 2 2
. 1 1 T | 3 w2 1 .
Donc:1-—<1-x<1+— Cest-a-dire —<1-x<= etparsuite: Z<—<2 donc:
2 2 2 2 3 1—-x
<2 o
3 1—-x
: 1 . x? s g tees
Par suite : <2 et puisque : x2>0 alors : <2x* et d'aprés I'égalité (1)

|1 x| l-x

On adonc: %—(Hx) <2x?

—-X

Exercice7 : Montrer que :(V(a;b) € Rz) a*+ b2 =1=|a+b|< V2
Solution : 1) Supposons que : a?>+b*=1
Or on sait que ¥(a;b)eR :(a-b)*>0

Donc : a>—2ab+b*>>0 et puisque : a*>+b*>=1 alors :
1-2ab>0 Donc 2ab<1 et a?+b*=1

Par suite : a®+b2+2ab<2donc (a+b)><2

Donc f(a+5)” <+/2 alors : [a+5<y2

Exercice8 : Montrer que si «cQ et b Q alors a+beQ
Solution : Prenons ¢cQ et »cQ.

Rappelons que les rationnels @ sont 'ensemble des réels s’écrivant £ avec peZ et geN".
q

Alors a=L avec p € ZetgeN’;
q
De méme bzﬂl/ avec p'czetq €N’
q

Donc:q+p=L4+ L _PX4TIXP QOrle numérateur px g’ +qx p’est bien un élément de I le
q 4 qxq
dénominateur gxgq' est lui un élément de N'.

Donc a+bs’écrit bien de la forme a+b:p—”avec p'eZlet g"eN* Ainsia+beQ
q

Exercice9 : Montrer que : V(a;b;c)eR’ ; @’ +b° +c* 2axb+axc+bxc

Solution : Nous raisonnons par équivalence : Soit : (a;b;¢c) e R’

a+b*+c* >axb+axc+bxc <::>2(a2 +b’ +cz)22(axb+a><c+bxc)

& 2a* +2b* +2¢* —2axb—2axc—2bxc>0

<:>(a2—2a><b+b2)+(a2—2a><c+cz)+(b2—2b><c+cz)20

<:>(a—b)2 +(a—c)2 +(b—c)2 >0; (vraie)

Donc : V(a;b;c) e R’ ; a’ +b*+¢* 2axb+axc+bxc

Exercice10 : Montrer que : (VxeR)(VyeR); x> +xy+y2+1>0

2) Déduire que : (VxeR)(VyeR) : XEYSX +XZEV + Y

Solution : 1) soit y e R (on le fixe)

L’équation : x> + xy + y2+1 > 0 devient une équation dont la variable est x
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A=12—4xIx(y?+1)=)y?—4y*+—-4=-3y2—-4=—(3)2+4) <0
le signe de : x> +xy+y2+1 estceluide a=1
Donc: x> +xy+y2+1>0
par suite : (VxeR)(VyeR) x* +xy+32+1>0
2) Déduction que : (VxeR)(VyeR) i x=y=x"+x= )y +y
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
L'assertion: x= y=x"+x# ) +y estéquivalentea: x> +x=1’+y=x=y
Montrerque : x’ +x=)y’+y=x=y
Soit : (x;y)eR* : Supposons que : x’ +x =y’ +y
Donc: x* -3’ +x—y=0 :(x—y)(x2+xy+y2)+(x—y)=0 :(x—y)(x2+xy+y2+l)=0
=x—y=0 ou x’+xy+y> +1=0
Comme : (VxeR)(VyeR); x> +xy+y>+1>0 alorsx” +xy+y>+1#0
=>x—y=0 =>x=y
Par contraposition ceci équivalenta : (vxeR)(VyeR) @ x# y =X +x#Y +y

1
Exercice11: 1) Montrerque: VxeR" ; x+—2=>2
X
2) Déduire que : v(a;b;c;d)e(R+*)4 a,a, b bc .6
b ¢ ¢ a a b
3) Montrer que : v(a;b;c)e(R+*)3 :(a+b+c)(l+l+lj29

a b c

: )3 1 1 1
4) SOIt(a;b;c)e(R+ ) conpose: x=a+— ; y=b+—etz=c+—
b c a
Montrerque : x>2 ou y>2 ou z>2
Solution : 1) Nous raisonnons par équivalence
. 2
SOit: xeR : x4tz X t]
X X
& x2+1-2x20<>(x—1) 20; (vraie)

>2 <= x2+1>22x

Donc: VxeR" ; x+lzz
X

2) Déduction : Soit : (a;b;¢;d) e (R™)' :Ona: VxeR" ; cidiso

“

Donc: @, 1., cestadire: 2. 2551
b a b a
b
De méme on a aussi : £+ < >2[2] et de méme on a aussi : é+£22
C a C

[1] +[2] +[3] membre a membre donne :%+3+é+2+5+%26 (Vraie)

C C a a

3) Montrons que : v (a;bsc)e(R™) : (a+b+c)(l+%+lj 59
a C
Nous raisonnons par équivalence

Soit : (a;b;C;d)e(R“‘)4 : (a+b+c)(l+l+l]z9<:>1+3+3+2+1+2+5+5+129
a b c b ¢ a c a b

C a (& a

Donc : V(a;b;c;a’)e(R“‘)4 3(a+b+c)[l+l+lj29

a b c
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4) Soit(a;b;c) e (R**)3 Montrons que : x>2 ou y>2 ouU z>2
Nous raisonnons par I'absurde en supposantque : x<2 OU y <2 OU z <2
x=<2(1) (e

y=<2(2) = x+y+z<8:>(a+lj+(b+l)+(c+lj<8:>(a+lj+(b+lj+(c+lj<8©
b c a a b c
z=<2 (3)
1
a+—=2 (1)
a
(142)+() . | o
Orona: ), 1.5 (2) - [a+_j+(b+_j+[c+_]zg contradiction avec©
b a b c
1
+—=2 (3
criz2 (3)

Donc: x>2o0u y>2o0u z>2
Exercice12 : Soit neNet peN : Montrer que nx p est pair ou »n2- p> estun multiple de 8.

Solution :
e Sinoup sont pairs alors nx p est pair

e Sinou p sontimpairs alors

n=2k+1 et p=2k'+1 avec keN;k'eN

Donc n2— p? =(2k+1)" —(2k' +1)’
n2—p2=4(k(k+1)—k'(k’+1)) etona: m(m+1) est pair

n*— p? :4(2a—2ﬁ) :S(a—ﬂ) =8k"

Donc : n2— p2 est un multiple de 8

Exercice13 : Soient ¢;pcQ

1) Montrer que : a+bJ2=0=a=b=0

2) En déduire que : a+bV2 =a’'+b'\2 =a=a’ et b=V
Remarque : 2 2Q

Solution :1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on

peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.
Nous raisonnons par I'absurde en supposant que b = 0O

a+b\/§=0:>b\/_=—a:>—%=\/5

Or a;b € Q donc —% e Q mais on sait que /2 ¢ @ Nous obtenons donc une contradiction

Donc =0 et puisque : ¢ +5»J/2 =0 alors a=0

2) supposons que : a+b2 =a’ +b'\J2 donc a—a'+bhV2 -2 =0

Donc a—a’+x/5(b—b’)=0 etd'aprés 1) onaura: a—a' =0 et b—b'=0

Donc a=d" et b=b

Exercice14 : 1) Montrer que : Vn e N ; L’'ensemble des restes de la division euclidienne de »’
Par5est: E={0;1;4}

2) En déduire que : VkeN ; \/5k+12 ¢ N

Solution : 1) Soit » € N : On a : 5 cas possibles seulement pour n
n=>5k ou n=5k+10ou n=5+2 ou n=5k+3 ou n=5k+4 aveckeN

18%cas : n =5k alors n’ =(5k)’ =25k =5x(5k*) =5k =5k'+0
Donc : 0 est le reste de la division euclidienne de »?*Par 5
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2¢°cas : n=5k+1alors n’ =(Sk+1) =25k +10k +1=5x(5k> + 2k ) +1=5k"+1
Donc : 1 est le reste de la division euclidienne de »*>Par 5
3érecas : n=5k+2 alors n’ =(5k+2)" =25k +20k+4="5x(5k* +4k)+4=5k'+4
Donc : 4 est le reste de la division euclidienne de »*Par 5
4%ecas : n="5k+3 alors n’ =(5k+3)" =25k +30k +9 = (25k” +30k +5)+4
n’ =(5k+3)" =5x(5k* +6k+1)+4=5k'+4
Donc : 4 est le reste de la division euclidienne de »*Par 5
5%ecas : n=5k+4 alors n’ =(5k+4)" =25k +40k +16=(25k" + 40k +15)+1
0’ =(Sk+4) =5x(5k* +8k+3)+1=5k'+1
Donc : 1 est le reste de la division euclidienne de »*Par 5
Donc : L’ensemble des restes de la division euclidienne de »*>Par 5 est : E ={0;1;4}
2)Nous raisonnons par I'absurde en supposant : 3k e N ; J/5k+12 eN
Donc: dkeN et dneN; sk+12=n

Donc: dkeN et AneN; 5k +12=n?
Donc: dkeN et dneN; 54 +10+2 =n?

Donc: 3keN et IneN; 5(k+2)+2=n

Donc : 3dn € Ntel que 2 est le reste de la division euclidienne de »*Par 5
Nous obtenons donc une contradiction avec la faite que : L’ensemble des restes de la division

euclidienne de n’par5est: £ = {0,1,4} car 2 ne peut pas étre le reste de la division euclidienne de
n® par 5

Exercice15 : Montrer que : V7 € N ; 7 divise 3% — 2”

Solution : 1étapes : I'initialisation : Pour n=0 nous avons 3*" —2" =3°—-2°=1-1=0et 7 divise 0
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e N/3*" —2" =7k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k' e N /3" 2" =7k’ ?7?

32n+2 _2n+1 :32 X32n _21 in :9X32n —2)(2” :(7+2)X32n _2X2n :7X32n+2x32n_2x2n

=7x3"+2x(3" =2") =Tx3" +2xTk =Tx(3" +2k) =7k’ avec k'=3"+2k

Donc P(n+1) est vraie.

. . . , .« . 2
Conclusion : Par le principe de récurrenceona: V72 € IN ; 7 divise 377 — 2”
Erreur classique dans les récurrences
Exercice16 : Pour tout entier naturel n, on considére les deux propriétés suivantes :

P(n): 4" —1est divisible par 3 et Q(n): 4" +1est divisible par 3

1) Démontrer que : P(n)= P(n+1)

2) Démontrer que : Q(n) = Q(n+1)

3) Un éléve affirme : " Donc P(n)et O(n)sont vraies pour tout entier naturel n ".

Expliquer pourquoi il commet une erreur grave.
4) Démontrer que P (n)est vraie pour tout entier naturel n.

5) Que penser, alors, de I'assertion : (3n, e N)(VrneN):n=>n, = O(n)
Solution :1) Démontrons que : P(n)= P(n+1)

Supposons que : 4" —1est divisible par 3 c’est-a-dire : Fk e N/ 4" —1 =3k
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Montrons que : 4""' —1 est divisible par 3 ??
4 —1=4"x4" —1=(3k+1)x4—1=3x4k+4—1=3x4k+3=3x(4k+1)=3xk’
Donc : 4"*' —1 est divisible par 3 Donc : P(n)= P(n+1)
2) Démontrons que : Q(n) = Q(n+1)
Supposons que : 4" +1est divisible par 3 c’est-a-dire : Ik e N/ 4" +1 =3k
Montrons que : 4"*' +1 est divisible par 3 ??
4" 4 1=4"x4" +1=(3k—1)x4+1=4x3k —4+1=4%x3k -3 =3x(4k—1)=3xk’
Donc : 4"' +1 est divisible par 3
Donc: Q(n)=Q(n+1)
3) Cet éléve qui affirme : "Donc P(n)et O(n)sont vraies pour tout entier naturel n .
Il commet une erreur : en effet : Pour n=0: 4° +1=1+1=2 n’est pas divisible par 3
La proposition : « W7 € N 4" +1est divisible par 3 » est fausse bien que : Q(n) = Q(n+1)
4) Démontrons que P (n)est vraie pour tout entier naturel n.
1étapes : l'initialisation : Pour n =0 nous avons : 4° —1=1-1=0 et 0 est divisible par 3
Donc P(0)est vraie.
L’hérédité : 2étapes :soit: ne N
Supposons que P (1) soit vraie c'est-a-dire : 3k e N/ 4" —1 =3k
Montrons que : 4"*' —1 est divisible par 3??
4 —1=4"x4'—1= 3k +1)x4—1=3x4k+4-1=3x4k +3=3x(dk+1)=3xk’
Donc : 4" —1 est divisible par 3
Donc : P(n+1)est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : « Y7z € IN 4" —1est divisible par 3 » (vraie)
5)Par 'absurde : Supposons que : (In, e N)(VreN):n=n, = O(n)
Donc; n>n,—=>3k'e N/4"+1=3k @
Oronamontréque: ke N /4" -1=3k @
O O-— 3k:k' =N /2=3(k—k')=3k" avec k"=k—-k'eN
— 3 divise 2 : absurdes ou contradiction avec 3 ne divise pas 2
Donc: (3n, e N)(Vre N):n=n, = O(n)est fausse.
Attention : Erreur classique dans les récurrences ne pas commettre il ne faut pas oublier
1étapes : l'initialisation

= n(n2 —1)

Exercice17 : Montrerque : Ve N™ 1 S => k(n—k)= —
k=1

>~

. ’ (1)

Solution : Notons P(n) la proposition : "S, => k(n—k) = T"
k=1

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :

! 1(1*-1) ,
S, =>1(1-1)=0 et T=0 Donc P(1) est vraie.
k=1
L’hérédité : 2étapes : Soitn € N*

(nz—l):n(n—l)(n+l)
6

k=n n
Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : S, => k(n—k)= p
k=1
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3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

k=n+1
Montrons alors que : S,,, = > k(n+1—k)= n(n+1)(n+2) ??

k=1
k=n+1 k=n

Ona:S,., an+1 k)= Zk(n+1 k)+(n+1)(n+1=(n+1)) =D k(n—k)+ Zk

o)

=~

et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: S, = Zk(n —k)=
k=1

6
k=n+1 2_1 2_1 3 1 -
Donc: S, = ). k(n+1—k)=n(n6 )+n(n2+l):n(n )Z n(n+ ):n(n+1)(n ;)+3n(n+1)
k=1
Donc : S, :n(n+1)(6n—1+3) :n(”+1)(”+2)

C’est-a-dire : P(n+1) est vraie.

>~

=n n(nz—l) '

Conclusion : Par le principe de récurrenceona: Vn e N* — k(n —k) =

n

>
o)

Exercice18 : Soient: X, ; X, ; X; ; ....; X, des nombres réels dans [0;1]

k=n
Montrer que : VneN": [[(1-x)21-> x, .
k=1 k=1
k=n

Solution : Notons P(n) La proposition " H 1 xk >1 Zxk

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons lk;i(l—xk)ﬂ—x1 et l—kixk =1-x
o o k=1 k=1
Donc: [[(1-x,)21-) x, par suite P(1) est vraie.
L’hérédikt; : 2étapes :kgoit neN"
Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : ﬁ(l—xk)z l—kz:’ixk
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) es’fz\llraie. -
Montrons alors que : kﬁl(l—xk)ﬂ—kflxk ?7?
7 . k=n k=n
On a d’aprés I'hypothése de récurrence : H(l—xk) 2 1—;xk etcomme: 1-x,, 20 car
0 <[] * _

k=n

Donc : (1-x,,,) (l—xk)z[l—

k=n
xkju—x,m)
k=1 k=1

k=n+1 k n k=n

Donc : H 1 xk) 1- xk X + xn+12xk

= =1 k=1

k=n+1 kk:n k=n
Donc : H 1 xk 21 [Zx +xn+lj (nHZxkj
k=1

v
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k=n+1 k=n+1 k=n k=n
Donc: [] (1-x,)21- ) xﬁ(xmzxkj et puisque : X, % 20 alors :
k=l k=1 k=1

k=1
k=n+1 k=n k=n+1
1—Zxk+ anZxk ZI—Zxk
k=1 k=1 k=1

k=n+1 k=n+1

Par suiteon a : H (l—xk)Z 1- ) x cest-a-dire : P(n+1) est vraie.
k=1 k=1
k=n k=n
Conclusion : Par le principe de récurrenceona : Vne N": H(l‘xk)Z I—Zxk i
k=1 k=1

1
Exercice19 : Résoudre dans R l'inéquation suivante : (I) V3—x—x+1> )

Solution : On va Opérer par disjonction de cas :
On cherche I'ensemble de définition de I'lnéquation :

D:{xeR/x+120 et 3—x20}={xeR/x2—l et x£3}:[—l;3]
Soitx e[-1;3]et § 'ensemble des solutions de(!)

1cas:si V3—x—Jx+1<0 <3-x<Jx+1 &3—-x<x+1
&2<2x<>x>1et xe[-1;3] < x e[1;3]

Donc : I'lnéquation n'admet pas de solution c’est-a-dire : §, =9

2cas:si alors ¥3—x—+x+1>0
1 2
xeS2<:>»\/3—x—\/x+1>-E@(«/3_x_«/x+1)2>(lj S3-x+x+1-2 (x+l)(3—x)>%

2

o 4-2 53 -5 168+ )30 1 & 8 1)(3-1) 15

=X +2x+3 <1§5 <:>—x2+2x+3<%c>x2—2x—3>%<:>x2—2x+1—4>%

31 31 NET
@(x—1)2>6—4 <:>«/(x—1)2>\/6—74<:>|x—1|>T Mais : xe[—l;l[ donc: x—1<0
Bl NET NEY) J31

<:>—x—1>T<:>—x>T—l<:>x<l—T ; On peut vérifier que : —1<1—T<1

XESz‘Dxe[—l;l—%{ ; Donc $, :{_l;l_%{

2]
8

Donc :SZQU{—M—T

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

k.
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