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1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°10 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Traduisez les propositions suivantes en langage courant puis déterminer sa négation et
la valeur de vérité :1) P:(VxeR);(IyeR):x>y

2) P:(IreR);(WyeR):x>y

3) P:(VxeR

(
4) P:(IxeR
(

)ix’ 24=x22
);x* =4

5) P: Vg>O);(3xe{l+l;neN*}j/x<g+10
n

Solution :1) Pour tout x appartenant a R il existe au moins un ) appartenanta R tel que x est
supérieur strictementa y et I_’:(erIRi);(VyeIRi):xSy

P:(Vxe R);(Hy € R):x>y Est une proposition vraie car I'lorsque je prends x je peux trouver y il
suffit de prendre : y =x-1

2) il existe au moins un y appartenanta R tel que Pour tout x appartenanta R ona I est
supérieur strictementa y et I_Jz(VxeR);(HyeR):xSy

P est une proposition fausse car I'lorsque je prends I je peux toujours donner a y la valeur:
y=x+1

3) P:(VxeR)x’24=>x22
Pour tout I appartenanta R si x> est supérieur ou égal a 4 alors x est supérieur ou égal a 2

P:(IxeR);x’* >4 et x<2

P est une proposition fausse car I'lorsque je prends x=-2 on a (—2)2 >4 et -2<2
4) P:(IxeR);x’ =4

il existe au moins un ) appartenanta R tel que x> est égal a 4

I_’:(Vxe}R);x2 #4
P une proposition vraie car il suffit de prendre : x =2

5) P:(V5>O);(3xe{l+l;neN*}j/x<g+10
n

Pour tout ¢ supérieur strictement a 0 il existe au moins un x qui s’écrit sous la forme 1+ — avec
n

n e N" tel que I estinferieur strictementa ¢£+10

IB:(EIS>O);£Vxe{l+l;neN*}J/x25+10
n

Soit ¢ >0 x<g+10<:>1+l<g+10<:>l-<g+9<:>n>
n n £+9

Donc pour n:E( 19)+1 on prend x:1+l etona x<¢&+10
&+ n

P Est donc une proposition vraie
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Exercice2 : On considére la suivante : P: (Hx IS ]R) 2x2—x+1<0

1) Ecrire la négation de P
2) Déterminer la valeur de vérité de P
3) Donner la négation de la proposition : Q:(vVxeR)(VaeR"):x*<a=—Ja<x<+a

Solution :1) P:(VxeR):2x>—x+1>0

2)Déterminons le signe de :2x>—x+1 : Ona: A=(-1)*-8=-7<0
Le signe de 2x>—x+1 estceluide a=2>0
Donc : (VxeR):2x>—x+1>0 est vraie

Donc : p: est vraie par suite P est fausse
3) non(P= Q) est P et non(Q)

é:(ﬂxeR)(Ha GR+):x2Sa et ((x<—\/;)0u(x> \/a_))
Exercice3 : On considére les assertions suivantes :

P :.v(Vxe ]0;+oo[):\/1+x£1+§ " 0 :u(vg e]0;+oo[;‘v’b e]O;+oo[):% +

R :"(Vxe[l;+oo[):\/; +% >" -

1)Montrer que P ;O erR sontvraies
2)Donner: P ; O et R
Solution :1)a)Soit : x € |0;+ : Montrons que : \/1+xﬁl+%

\/1+_x£1+§c>2\/1+_x32+x©031+x—2\/1+_x+1
@03«/:2—2\/1+_x+12<:>0£(«/E—1)2

Donc : MS1+§@OS(M—1)Z (vraie)

P :"(Vx € ]O;+oo[) l+x< 1+§ "est vraie

b) Soit : (& &]0;+0[ ;5 € ]0;+00[ ) : Montrons que : % +2 >2

Q| o

a b a’+b?
—+— 22
b a ab

Donc: 0 :"(Vae]O;+oo[;Vbe]O;+ooD:% -

>2 < a’+b% 22ab Sa+b —2ab20<:>(a—b)220(vraie)

>2" est vraie

Q| o>

c)Soit : x€[L;+[ ; Montrons que : :v/x LENSY
Jx

2
1 \/; +1 2
\/;+— >2s 22@& +122\/;
e I

= x2—2\/;+12 20@(\/;—1)2 >0 est vraie

Par suite : R :"(Vx e[l;+o] ):vx + L 2" est vraie
X

2) P :"(VXE]O;"‘OO[):““-i-xSl-i-g "
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P ﬂ(ﬂxekﬁ+leJr:;>l+§"
0 :"(Va € ]0;+o0[; Vb e]0;+oo[):% +§ >2"
0 :%3ae]@+wk3be]@+wD:%~+§ <2"

R :"(‘v’xe[l;-l—oo[):\/)_c+— >2"

R :"(3xe[1;+oo[):\/;+— <2"

Jx
Exercice4 : On considére les assertions suivantes : P :(v(x;y)eRZ):f(x):f(y): x=y

1) Ecrire la négation de P
2) Soitf: R — R tel que : (VxeR): f(x)=x2+2x+2
Montrer que : (VxeR): f(-x-2)=f(x)

3) Est ce que : P est vraie ? justifier votre réponse
Solution :1)a) P :(V(x;y)e]Rz):f(x)=f(y):>x=y

Remarque : "non(U = V)" est "U et non(V)"

Alors : P :(El(x;y)eRz)/f(x)=f(y) etx+y

2) Montrons que : Soit : xeR ; f(—x—2):(—x—2)2+2(—x—2)+2
f(x=2)=x"+4x+4-2x-4+2=x"+2x+2

Donc : (YxeR): f(-x-2)=f(x)

3)ona —x—2#x mais f(-x-2)=f(x)

Par exemple : x=1 alors —1-2#1 c'est-a-dire : -3#1mais : f(-3)= /(1)

Donc : (3(1;-3)eR?)/ f(1)=f(-3) et 1#-3

C’est-a-dire : P est une assertion vraie par suite : P est une assertion fausse

1
Exercice5 : Montrer par un Raisonnement direct que : Vxe]1;+oo[ ; S )
+Xx
Solution : Utilisons un Raisonnement direct
1
relitof 2 x-1=2x’ - P +3-42( 43 -2 = < —
x*+3 2
Dong : Vxell+ ; 1 1
3+x2 2

Exercice6 : Montrer que : Vx €[-2;2]:2+/2 = V4 —x2 .
Solution : I'inéquation est définie si et seulement si 4—x2>0
voici le tableau de signe :
ro|—ao —2 2 4o
42| = 0 + ) —

D, =[-22]
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2
2\/5 —(4—x2 _ )
SOitXE[—Z;Z]: 22 —J4—x :( ) ( ) _ 8—4+x
22 +4—x W2 +4— 32

4+ x?
W2 —a—w =0
V2 TN I e
Donc : Vxe[-2;2]:242 = J4-x2

Exercice7 : Montrer que : (V(x;y;z)eR’):x+y+z=0cx"+)'+2’ =3nz

Solution : Soient(x; y;z) e R’

x+y+z:0<:>x+y:—z<:>(x+y)3:(—z)3 < x> +3x°y+3xy° +y’ =—z2>

Sy +z = —3xy(x+y) or(x+y :—z)

S+ 4z = —3xy(—z) =3xyz

Exercice8 : Ecrire les contraposées des implications suivantes et les démontrer. n:est un entier
Naturel, x et y:sont des nombres réels.

1)P: n premier=n=2 ou n est impair

2) Q:xy#0=>x#0ety+0

3) R:xiy:>(x+1)(y—1)¢(x—l)(y+1)

Solution : 1) la contraposées de P est: n=2 et nestpair = n non premier
Démonstration : Soit ne N supposons : n=2 et n est pair

Alors : 2 divise net n#2

Par suite : » non premier

2) La contraposées de QO est: :x=0ety=0 =xp=0

Démonstration :( triviale) supposons : :x=0ety =0

Alors : xy=0x0=0

3) La contraposées de R est: (x+1)(y=1)=(x=1)(y+1)=>x=y

Démonstration : Soient xe R er y e R

Supposons (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1) et montrons que : x=y

Ona: (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1) alors en développant : xy—x+y—1=xy+x—y-I
Alors : —x+y=x-ydonc: 2x-2y=0

Alors : 2x=2y C'est-a-dire : x=y

Donc : (VxeR)(VyeR) (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=x=y estvraie

Par suite : R:x#y=(x+1)(y-1)#(x-1)(y+1) est vraie

Exercice9 : 1) Soitn e N.

Montrer que si n? est impair alors n est impair.

2) Montrer que : VrneN : 2n+1 est un carré parfait = » +1est la somme de carrés parfaits
Solution :1) Nous supposons que n n’est pas impair

Nous voulons montrer qu’alors n? n’est pas impair

Comme n n’est pas impair il est pair et donc il existe ke N tel que n=2k.
Alors n*=(2k)>=4k*=2x2k*=2k'aveck'=2k*eN.

Et donc n? est pair.

Conclusion : nous avons montré que si n est pair alors n? est pair.

Par contraposition ceci est équivalent a : si n? est impair alors n est impair.
2) Soitn e N : Supposons que : 2n+1 est un carré parfait

Donc: ImeN tel que : 2n+1=m?
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Ona: m?=2n+1 donc: m? est impair.
Donc : d’aprés :1) m est aussi impair.
Donc: JkeN tel que : m=2k+1

2 _
Ona: 2n+1=m?donc: n="" !
Donc : n+1:m2—1+1:m2—1+2:m2+1
' 2 2

2k +1) +1
Donc : n+1=Q

4k* + 4k +1+1
Donc: n+1= 5 =k*+k*+2k+1
Donc : n+1:k2+(k2+2k+1)
Donc : n+1:k2+(k+l)2 Cqfd

Exercice10 : Soit : € N’; Montrer que : soit 4 divise n’> soit 4 divise n> —1

Solution : On va Opérer par disjonction de cas : Soit: 7 eN’;

1cas: hestpair > ke N/n=2k = Ik € N/ n’> = 4k> = 4k’ = 4 divise >
2cas: nestimpair > 3k eN/ n=2k+1

= n® —1=(2k+1)" —1=4k> + 4k = 4(k* + k) = 4k’ = 4 divise n’ —1
Exercice11 : Montrer qu'il n’existe pas d’entier naturel supérieur a tout autre.

Solution : Montrons qu’il n’existe pas d’entier naturel supérieur a tout autre. Par 'absurde :

Supposons qu’il existe N eNtel que VneN.n<N

Pour n=N+1eN,ona: N+I<Ndonc 1<£0. Absurde.
Donc :il n'existe pas d’entier naturel supérieur a tout autre
Exercice12 :1) Soit aeR* telque: Ve >0:a<¢
Montrerque : a =0

2) Soient acR et beR telsque: Ve>0:la—b|<¢

Montrer que : a=5b

3) Soient aeR et he R

Montrerque : a<b<=>Ve>0:a<b+¢

Solution :1) Soit a e R* telque: Ve >0:a<¢

Montrons que : a =0

Supposons : a=0 etcomme : aeR" alors: a >0

et puisque: Ve >0:a<g onprend: £ =a >0 onauradonc: a < a contradiction
Donc: a=0

2) Soient acR et be R telsque: Ve>0:la—b|<¢

Montrons que : a =5/

Supposons : @ = b alors : |[a—b|>0
et puisque : V&> 0:la—b|<& onprend: & =|a—b|>0 on auradonc: |[a—b|<|a—b|

contradictionetdonc: a=54

3) Soient acR et bR

=)Montronsque : a<b—=>Ve>0:a<b+s& ?
Supposons : a <b et Supposons e >=0/a=>b+¢

Alors: de>=0/a—b=&>=0

Alors : a—b =0 c’est-a-dire : a = b contradiction aveca < b
Donc: a<b=>Ve>=0:a<b+¢
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<) Montronsque : Ve >0:a<b+ec=>a<b ?

Ve=0:a<b+e=>Ve>=0:a—-b=<¢

Supposons a—b>=0 onprend: e=a—b>0etpuisque : Ve>=0:a—b<¢g alors a—b<a—>b
contradiction.

Ve=0:a<b+e=a<bh

Conclusion: a<b<<=Ve>=0:a<b+¢&

Exercice13 : Résoudre dans R Iinéquation suivante : (;): vx—1>x—7
Solution : On cherche I'ensemble de définition de IInéquation (1,) : /x —1=x—7 :
D, ={xeR/x—-1>0} =[1;+]

Le tableau de signe de I'expression x—7 est:
T 0

ar —

=T — i +

Soitx e[l;+0[ et § 'ensemble des solutions de(/,)

xeS< \/; >x-7

1cas:si xe[;7] alors x—7<0

Donc : I'lnéquation est vraie pour tout x €[1;7]

Donc S, =[1;7]

2 cas : si xe[T;+0[ alors x—7>0

Donc :xeS & x-1>x-7 @(m)z S(x—7)2

<:>x—1—(x2—l4x+49) >0 < —x2+15x—-50=>0<x€ [5;10] Donc S, = [5;10](\[7;+oo[ = [7;10]
Donc : S =8, US, =[1;7[ L[ 7;10] =[1;10]

Exercice14 : Pour tout entier naturel n, on considére les deux propriétés suivantes :
P(n): 10" —1est divisible par 9 et O (n): 10" +1est divisible par 9

1) Démontrer que : P(n)= P(n+1)

2) Démontrer que : O(n)=Q(n+1)

3) Un éléve affirme : " Donc P(n)et O(n)sont vraies pour tout entier naturel n ".

Expliquer pourquoi il commet une erreur grave.
4) Démontrer que P (n)est vraie pour tout entier naturel n.

5) Démontrer que O(n)est fausse pour tout entier naturel n.

(On pourra utiliser un raisonnement par I'absurde.)

Solution :1) Démontrons que : P(n)= P(n+1)

Supposons que : 10" —1est divisible par 9 c’est-a-dire : 3k € N/10" —1 =9k
Montrons que : 10"*' —1 est divisible par 9 ??

10" —1=10"x10"' —1= (9% +1)x10—1=9x10k +10—1=9x10k +9=9x(10k +1) =9 < k'
Donc : 10" —1 est divisible par 9

Donc : P(n)= P(n+1)

2) Démontrons que : Q(n)= Q(n+1)

Supposons que : 10" +1est divisible par 9 c’est-a-dire : Ik € N/10" +1 =9k
Montrons que : 10"*' +1 est divisible par 9 ??
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10" +1=10"x10"' +1=(9%k —1)x10+1=9x10k —10+1=9x10k =9 =9x (10k—1) =9 <k’
Donc : 10" +1 est divisible par 9
Donc: Q(n)=Q(n+1)
3) Cet éléve qui affirme : " Donc P(n)et O(n)sont vraies pour tout entier naturel n ".

Il commet une erreur : en effet : Pour n=0: 10° +1=1+1=2 n’est pas divisible par 9
La proposition : « W7z  IN 10" + 1 est divisible par 9 » est fausse bien que : O(n)= Q(n+1)

4) Démontrons que P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

1étapes : l'initialisation : Pour n =0 nous avons : 10° —1=1—-1=0 et 0 est divisible par 9
Donc P(0)est vraie.

L’hérédité : 2étapes : soit: n e N

Supposons que P () soit vraie c’est-a-dire : 3k € N /10" —1 =9k

Montrons que : 10"*' —1 est divisible par 9 ??

10" —1=10"x10"' —1= (9% +1)x10—1=9x10k +10—1=9x10k +9 =9x (10k +1) =9x k'
Donc : 10" —1 est divisible par 9 ; donc : P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : « V72 « IN 10" —1est divisible par 9 » (vraie)
5) Démontrer que O (n)est fausse pour tout entier naturel n.

Supposonsque : n e N erdk € N /10" +1=9k €

Oronamontréque: k' e N /10" -1=9k" @

O O-— Sk k'eN2=9(k—k')=9k" avec k"=k-k'eN

=9 divise 2 absurdes ou contradiction avec 9 ne divise pas 2

Donc : O(n)est fausse pour tout entier naturel n.

Attention : Erreur classique dans les récurrences ne pas commettre il ne faut pas oublier 1étapes :

l'initialisation

Exercice15 : Montrer que : vz e N : 4°” — 4" est divisible par 5

Solution : 1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 4°” —4” =4° —4° =1—1=0 et

0 est divisible par 5

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e N/ 4> —4" =5k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ € N/ 4" — 4" =5k’ 27

413 4 = 435 4 x4 = 65 %47 —4x 4" =(65-1)x4" —(5-1)x4" =5x13x 47" 4" 5% 4" +4"
=5x13x4" =5x4" —(4" —4") =5x13x4" —5x4" 5k

470 4™ = 5x(13x4™ —4" —k) =5xk’ avec k'=13x4" -4"~keN

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrenceona:: Vnz € N 43" — 4" estdivisible par 5

k=n
Exercice16 : Montrerque :Vne N™ : § = Z(—l)k (2k+1)=(-1)"(n+1)-1.
k=1

k=n
Solution : Notons P(n) la proposition : "S, = Z(—l)k (2k+1)=(-1)"(n+1)—1"
k=1

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :
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k=1
S, => (-1) (2k +1) =(-1)" (2x1+1) =3 et (-1) (1+1)~1=-2-1=-3
k=1

Donc P (1) est vraie.
L’ hérédité 2étapes Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :

S, Z “(2k+1)=(=1)"(n+1)-1
3etapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

k=n+1
Montrons alors que : S,,, = > (1) (2k+1)=(=1)" (n+2)—1 22
k=1

Remarque : (-1)"" =(~1)"x(~1) :—(—1)"

Ona: S, Z( 1) (2k+1)= Z( D) (2k+1)+(=1)" (2n+2+1)

k=n

et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: S, = Z(—l) (2k+1)=(=1)"(n+1)-1

k=n+1

Donc: S,, Z( ) (2k+1)=(=1)"(n+1)=1+(=1)"" (2n+3)

=(—1)””><(—1)(n+1)+( )" (2n+3)—1=(-1)" (~n=1+2n+3) -1

n+1

S, =(-1)" (n+2)—1 Cest-a-dire : P(n+1)estvra|e

n+1

Conclusion : Par le principe de récurrenceona : Vne N* :

s, :2(_1)"(21(“):(-1)" (n+1)—1

Exercice17 : Soit f la fonction définie sur N par: f(1)=0et f(n+1) =%
) —
1) Montrer par récurrence que : Vi € N f(n)#1
. f(n)+l
2)Onpose: Vn e N g(n)=

a) Démontrerque : Ve N* ; g(n+1)—g(n)=3

b) En déduire que : Vn € N” : g(n)=3n-2

c) Déterminer : f(n)en fonctionde n ;Vn € N”

Solution : 1) Montrons par récurrence que : P(n) « Yn e N* f(n)=1 »
1étapes : I'initialisation : Pour n = 1 nous avons : f(1)=0=1

Donc P(1)est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit: ne N”

Supposons que P () soit vraie c’est-a-dire : f(n)#1

Montrons que : f(n+1)=1 "??

Sf(n)=3 | _5f(n)=3-3f(n)+1_2f(n)-2 2(f(n) 1)
3f(n)-1 3f(n)-1 “3f(n)-1 3f(n)-1
et puisque : f(n)=#lalors: f(n)—1=0et f(n+1)—1+0 parsuite: f(n+1)=1

Donc : P(n+1)est vraie.

Ona: f(n+1)-1=
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Conclusion. Par le principe de récurrenceona: « Y € N™ f(n)#1 »

2)Onpose: Vn e N* g(n)= ;EZ;E
a)Montrons que : Vn € N” ; g(n+1)—g(n)=3
Soit: neN" :
5f(n)—3+1 5/(n)-3+3f(n)-1
_f(n+1)+l B 3f(n)—l B 3f(n)—l f(n)+1
g(n+l)_g(n)_f(n+1)—1_ (n)= 5f(n)—3_1_g(n)_ Sf(n)-3-3/(n)+1 f(n)-1
3f(n)—1 3f(n)—1
8f(n)—4
e(n+1)-g(n)= 3/(n)=1 _ f(n)+1_ 8/ (n)-4 _f(n)+1:8f(n)—4—2f(n)—2:6(f(n)—3):3
2/ (=2 f)1 2 ) fm1 20 2 () )

3f(n)—1
Donc: Vn e N” ; g(n+1)—g(n)=3
b) Déduisons que : V7 € N” :g(n)=3n-2
Ona: Vre N ; g(n+1)—g(n)=3
(1)Pour: n=1; g(2)—g(1)=3
(2)Pour: =2 ; g(3)-g(2)=3

-("'1—2) Pour: n—2 ; g(n-1)—g(n-2)=3
(n—1)Pour: n—1; g(n)—g(n—1)=3

La des égalités membre a membre donne : g(n)—g(1)=3+3+3+...+3=3(n-1)

n—1 fois

Donc : g(n)=3(n—1)—g(1) et g(l):;ggtizgtiz_

Donc: g(n)=3(n—1)+1=3n-3+1=3n-2
J;E:;ii @g(n)(f(n)—l)zf(n)+1@g(n)f(n)—g(n)zf(n)+1
= £(n)(g(n)-1)=1+¢(n)
Ona:VneN":g(n)-1#0 carsi: IneN": g(n)-1=0
f(n)+1
f(n)-1
l+g(n) 1+3n-2 |3n-1
f(n)zg(;ag)—l:3n—2—1: 3n-3

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

L

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

2)0na: Vne N" g(n)=

g(n)=le =1 < f(n)+1= f(n)—1<1=-1 (Absurde)

Vne N
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