http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB
1er BAC Sciences Expérimentales BIOF

1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°1 : LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

Exercice1 : Donner la négation et |la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1P l7 _3 4 2)p 17 _s 670 3)p v L35,
) 1 5 s ) 2 3 ’ ) 3 \/g 5
4)P, "7 =14" B) P "2 (v2-1)=2-2" 6)P,: "3 <2"
)P \16+9 =16+ 8)R:"[I—B3|=1+3" Q)g:v-(ﬁ_ﬁ)2=1vv
10)1’10:"sin3—”=1,71" 11)B,:» ! :@,. 12) B,: +1 est un nombre décimal "
4 B+1 2 3

Solution : 1)131:"1?7:3,4" ; P:estvraie et 1_31:v'ﬂ¢3,4w
5

2)Pz:n%=5,67n P, : estfausse et Ei"%is,m"
3)[’3:va:£|| : L: \/g :\/gzzﬁ
NN N N
P,: estvraie et Eliﬁ
N
4)P T =14" ;T =T 214"
P,: estfausse et P,:"\J7 #14"
5)})5 "\/5(\/5—1)22—\/5”
vvﬁ(ﬁ_l):fz_ﬁzz_ﬁvv P,: est vraie
P: "\/E(ﬁ—l)¢2—ﬁ" est fausse
6)P6:v|\/§<2vv
Ona:\3 =3 et2’=4 donc: P,: "/3<2" est vraie

Pq:"3>2" est fausse
7)P:"J16+9 =16 +-/9"
Ona:J16+9=25=5 et V16 +/9=4+3=7
Donc : V16+9 #+/16 +9
Par suite : P,:"\16+9 =16 +/9" est fausse

P;:"J1649 %16 +~/0" est vraie
8)R:"[1-3| =1+3"

‘1—\5‘=—(1—\/§):\/§—1 car 1-+/3 est négatif
Donc : ‘1—J§‘¢1+\/§

Par suite : Pgi"‘l—\/g‘=l+\/§" est fausse

Ps: "‘1—\/5‘7:1“/5" est vraie

9P ({32 -1
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Ona:(V3—2) =(\3) ~23x\2+(v2) =5-V6
Donc : («/5—\/5)2 #1
Par suite : P,: "(J?_ﬁ)z —1" estfausse
Py: "(ﬁ—ﬁ)z ~1" est vraie

10)1’10:"sin37”=1,71"

sin3—” —sinZ = 72 (voir le cercle trigonométrique)
: 2 2
et puisque : J2<2 alors: §<5:1

Donc : sin%”;tljl

Par suite : £, : "sin%”:ml" est fausse

B,: "sin%” =#1,71" est vraie

11)13“;..\/51“:%"
1 V-1 B-1 B-1 -1
33—

Bl (B)(B-1) B o1
-1

1 2

1 3

Par suite : P, : = n est vraie
11 \/§+1 >
B ! ¢@" est fausse
B+l 2

12)B,: % est un nombre décimal "

§=0,333333 ..... a un développement décimal illimité

Par suite : % n’est pas un nombre décimal

Donc :F,: % est un nombre décimal " est fausse

B,: % n'est pas un nombre décimal" est vraie

Exercice2 : Donner la négation et |la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1)P:"VxeR/x*>0" 2) P: "IxeR/x*-2=0"
3)P:‘v’neN/geN”" 4)P:(VxeR);-1<cosx<1
5) P:(VneN);(ImeN):n<m 6) P: estpair(IneN)2n+1

7) P:(VneN);Jn eN

8)P:(Vx eR);(Iy eR):y —x >0
9)P:(El!x eR);Zx +4=0
10)P:(VxeR)(VyeR):x+y£l:>x2+y232
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Solution: 1) P"3dxeR/x* <0"

"J0eR/0*°<0" donc: p:"IxeR/x*<0" est vraie
Par suite P:est fausse

2)P "VxeR/x'-2#0"

=2 eR e N2 —2=0"
Donc : P:est vraie
3) P:‘v’neN/geN"

P EIneN/geN"

HleN/%eN" Donc ; P est vraie

Et par suite P:est fausse

4) P:(VxeR);-1<cosx<1
P:(IxeR);cosx>1 oucosx <1
On a P:est vraie

5) P:(VneN);(3meN):n<m
Soit neN(EIm:n+leN):n<n+l
Donc : P:est vraie

P (IneN);(VvmeN):nzm

6) P:(In eN)2n+1 est pair
P:(VneN) : 2n+1 estimpair

P est vraie
Donc : P:est fausse

7) P: (Vn GN);\/ZEN
P (HneN);x/ZﬁN etona: (HzeN);«/EeEN

Donc : P est vraie
Et par suite P:est fausse

8) P:(Vx eR);(Iy eR):y —x >0

Soit xeR (I =x+1eR):y-x>0

Donc : P:est vraie

P :(IreR);(VyeR): y-x<0

9)P:(E|!x eR);2x +4=0

2x+4=02x=-4x=-"2

(Fx=-2eR);2x(-2)+4=0

Donc : P:est vraie

P (VxeR);2x+4#0 ou (IxeR)(IyeR)/x#y et2x+4=2x+4=0

10)P:(VxeR)(VyeR):x+y<1=x>+)2<2
ﬁ:(ﬂxe]R)(ElyeR):x+y£l et x*+y*>2
(Hx:—leR)(Hy:—2e]R):—l+(—2)£l et (—1)2+(—2)2>2

Donc : La proposition P est vraie par suite : P est fausse
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Exercice3 : Compléter, lorsque c’est possible avec ¥ ou 3 pour que les Enoncés suivants soient
vrais.

1) BixeRy(x+1) =x2+2x+1 2) P xeR;x*2+3x+2=0
3) B xeR;2x+1=0 4 P xeR;x*+2x+3%0
Solution: 1) £ : ‘v’xeR;(x+l)2 =x2+2x+1

2) P iaxeR;x2+3x+2=0

3) B igxeR;2x+1=0

4) P4 AxeR;x24+2x4+3#0 0U VxeR; x2+2x+3=0

Exercice4 : Montrer que : les assertions : P/\é et P= (Q sont équivalentes

Solution : Méthode1 :
A l'aide de la m_éthode des tables de vérité :

PO P |2 IPyo|P=0|PAD
VIV|F|F| V | F | F
VIF|F|V] F | Vv |V
FIVIV|F| V | F | F
FIFIVIV]I V | F | F

Donc : PA@ et P= Q sont équivalentes

Méthode2 : P= Q< PvQ < PAQ

Donc : les assertions : PAQ et P= 0 sont équivalentes
Exercice5 : Donner la négation et |la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

ot |
1)P: « (er]R );x2 <X ou x+;-<0 »

2) 0: « (VxeR)(IyeQ)/x=y oux>y »
3) R: « (Elye@)(‘v’xeR)/xzy oux>=y »

¥ 1
Solution : 1) P: « (erR );x2 <X ou X+;<0 »

2
Ona: "(IxeR"™);x* <x" est vraie : il suffit de prendre :xzéet on trouve (%j =i< % (vraie)

; 1
Donc: P: « (3?66 R +);X2 <xou X+;< 0 » est une proposition vraie (car il Ya une disjonction :0U )

: 1
P: « (VxeR+);x22x et x+;20 »

2) 0: « (‘v’xeR)(ElyeQ)/xzy oux>=y »

Soit : xe R : on peut toujours trouver un nombre entiers relatif donc rationnel y inférieur ou égal a
y

Il suffit de prendre : E(x)eQ

0: « (IeR)(VyeQ)/x#y et x<y »

3) R: « (VyeQ)(IxeR)/x#y et x<y »

Soit: yeQonprend: x=y—1eR : x#y et x<y
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Alors la proposition r :est vraie et par suite : R Fausse

Exerciceb : Ecrire a I'aide de quantificateurs les propositions suivantes :
1) Le carré de tout réel est positif.

2) Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.

3) Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

4) Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.

5) Il existe un entier multiple de tous les autres.

6) Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

Solution :1) "vxeR/x* >0"

2) "Elx eR,x>x2 "

3) (VneN);(ElmeN):n<m

4)(E|xeR):(VneZ);(VmeN*):x;ﬁﬁ

5)(3neN);(YmeN)(Ik eN):n=mxk
6)(VxeR);(VyeR)/x<y:>E|ze@/x<z<y
Exercice7 : Montrer a I'aide d’un contre-exemple que les propositions suivantes est fausses :

1)P:"(vxe]o;1[);ﬁ<on

2) « Q:(VneN);n?+n+1 estun nombre premier »

3) « R:(VxeR);3cosx #2sinx »
3

Solution :1)P: (er]O,l[),x(l_x2)20
En posant : x:le]O;l[ on aura: ;:3:820
2 1 1Y) 3
iqely
2
Donc :(Elx:le]O'l[j/ 3 >0
2 ’ x(l—xz)

Donc : La proposition p: est vraie
Par suite : P est fausse

2) « 0:(3neN);n*+n+1 n'est pas un nombre premier »
(3n=4€eN);42+4+1=21=3x7 N'est pas un nombre premier
Donc : La proposition @: est vraie

Par suite : O est fausse

3) « R:(3xeR);3cosx =2sinx »

(3x=ZeRj;3cos£=ZSin2£
3 3 3

Donc : La proposition R : est vraie
Par suite : R est fausse

Exercice8 : 2) Soitf: R — R tel que : (VxeR): f(x)=x2+6x-7
On considére la proposition suivante : P :(V(x;y)eR?):x#y=f(x) = f ()
1) Ecrire la négation de P
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2) Calculer : (1) et f(-7)

3) En déduire la valeur de vérité de la proposition P
4) Ecrire la contraposé de P et donner sa valeur de vérité

Solution :1) Remarque : "non(U= V)" est "U et non (V)"

P :(H(x;y)eRz):x;ty etf(x):f(y)

2) f(1)=1246x1-7=7-7=0 et f(-7)=(-7)+6x(-7)-T=49-42-7=0

3)Ona:f(l)=0et f(-7)=0

Donc :(3(L-7)eR?):1#-7 et f(1)=f(-7)

Donc : P :est vraie

Par suite : P est une proposition fausse

4) la contraposé de Pest: :(V(xy)eR’):f(x)=f(y)=>x=y

Puisque : P est une proposition fausse alors la contraposé de P est aussi fausse

Exercice9:1)Montrerque:x>2etyzl:>osl+l<z
Xy
2)x e R* Montrer que : 1 —1-Jx=x=0
1++/x
3) Montrer que :vxeR ; [x—1|<2=|x*+x—-2|<10
2x+3

4) Montrer que :vxecR ; |x—2|<1= <3

x+2

Solution : 1) Montrons que : x> 2 et y21:>1+l<%
@,

Onaix>—2€ty21:>0§l<letoglg3
3 X 2 y
117
:>0£l+l<l+3:>OS—+—<—
x y 2 Xy

. 1 1 1
Donc: x»2 elyZ§:>0S—+——<z

Xy

2) lf =1-Vx = (147 (1) =1

1++/x

:1+(J§)2=1:>1+x=1:>x=0

3) Montrons que :vxeR ; [x—1|<2=|x+x-2|<10
Soit: xeR ; Supposons que : |x—1/<2

Et montrons que :|x*+x-2|<10

Ona: x2+x—2:(x—1)(x+l)+x—l=(x—1)(x+2)

Par suite : |x2+x—2|:‘(x—l)(x+2)‘:|x—l||x+2|
Comme : |x—1/<2 alors : 2<x-1<2

Alors : 1<x+2<5 etdonc: |x+2|<5

or: [x=1|<2 donc: |[¥*+x-2| =|x—1||x+2|<2x5

Do : [x2+x-2|<10
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Donc: vxeR ; |x—1[<2=[x*+x-2/<10
2x+3
x+2

<3

4) Montrons que :vxeR ; [x-2/<1=

Soit: xeR ; Supposons que : [x-2|<1
2x+3
x+2

Et montrons que : <3

Ona:|x-2<l =-1<x-2<I

=1<x<3

=5<2x+3<9 et 3<x+2<5
=5<2x+3<9 etls ! sl
x+2 3
1
<—x9
x+2 3

= x5 (2043)x

2x+3
<
x+2
2x+3
x+2
Exercice10 : Montrer que : vxeR; VyeR | x>+ 1?2+xy=0=x=y=0

=1< 3

<3

Donc: vxeR ; |x—2|31:>

Solution : Montrons I'équivalence en raisonnant par double implication : Soit(x;y)eR2
<) Supposons : x=y=0et Montrons que : x>+ »*+xy =0

Ona: 0°+0*°+0x0=0 Donc: x2+yy2+xy=0

—=)Supposons : x2+ y2+xy =0 et Montrons que : x=y =0

X1+ Y +xy+xy=xy

Ona: x*+y*+xy=0=>
¥4y Xy —xp==xy

24 2 - xX+y)=x
{x Hy 2y xy:{( y) yOr:(x+y)2206tx2+y220

X2+ yr=—xy X4y =—xy
Donc: xy>0 et xy<0 parsuite: xy=0
Donc: x2+32=0 Donc: x>=-y>
Or: x2>0 etpuisque x2=—-y2 onaaussi: x2<0
x220
:>{ >x’=0=>x=0 etcomme: x2+32=0
x2<0
Alors : y2=0 Cest-a-dire: y =0
D'ou : VxeR;VyeR
xX2+y*+xy=0=>x=y=0
Finalement: vxeR;VyeR x*+)?+xy=0<x=y=0
Exercice11 : Montrer que : Vx >2 ;Vy23:2\/x—2+4\/y—3:x+y Sx=3et y=T.
Solution: Soient: x=2 et y=3

Wx=2+4y-3=x+y & x+y-20x-2-4y-3=0
o x—2 —2x—2+1+y=3 —2x2y—3+2>=0
o (Va—2-1) +(Jy=3-2) =0 & Vx-2-1=0er Jy-3-2=0

ox-2=let Jy-3=2x-2=let y-3=4x=3et y=T

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

I~



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
Exercice12 : Ecrire les contraposées des implications suivantes et les démontrer. , est un entier
naturel,
X et y sont des nombres réels.

1) P : n est premier = n=2 ou n estimpair
2)Q:xy 0 =x#0 et y=0)

Solution :1) la contraposée de P est :
n#2 et n est pair = n n'est pas premier

On suppose que : n#2 et n est pair n#2 et n est pair = 2divisen et n # 2
= n n'est pas premier

Donc: n#2et nest pair = n n'est pas premier
Par contraposition : n est premier = n=2 ou n estimpair

2) la contraposée de Q est :
x=0 ou y=0=xy=0

Si x=0=xy=0 etsi y=0=xy=0
Donc: x=0 ou y=0=xy=0
Par contraposition: xy #0 =x#0 et y =0

Remarque : Passer par la contraposée est souvent intéressant lorsque la négation d’une
proposition est plus simple a manipuler que la proposition de départ.

Exercice13 : xeR etx=—-5 : Montrer que : x#-8 :>x—+§¢2
X+

Solution : Soient :xeR etyeR : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : 72— x=-8

x+5
Ona: 250 x+2=2(r+5) S x+2=2r+10=x=—8

X+

Donc: x#-8 =722

x+5

. 1 3
Exercice14 : 1) Montrer que : VxeR—{-1} ; X% —xl;tl
X+

2) Montrer que : v(a;b)e(R*)2 et b#2a

1 a+2b 2
b#—a= #—
8 2a—b 3

3) Montrer que : V(a;b)e (]1;+c>o[)2 a#b =>a*-2a#b*-2b
Solution : Soitxe R—{-1}

. . " 1
Utilisons un Raisonnement par contraposition : Montrons que : 3_xl =l=>x= 5
X+
3x
—=1=3x=x+1=2x=1=2x=1
x+1
Alors : Par contraposition : VxeR—{-1} ; x# % = 3—xl #1
X+
1) Utilisons un Raisonnement par contraposition :
2 2 2 1
2) Montrons que : v(a;b)e(R) et b#2a: at b=—:> b==a
2a—b 3 8

2
Soit(a;b)e(R ') :=-a+8p=0

621+2Z =§:>3(a+2b)=2(2a—b):>3a+6b=4a_2b:>_a+8b=0:>b=%a
a_
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3) Montrer que : V(a;b)e([l+o]) a#b =a>—2a#b>-2b

Soit(a;b)e(]l;+oo[)2 : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : a*—-2a=b*-2b=a=>b

a*—2a=b>-2b=a*-b*>+2b—-2a=0 :>(a—b)(a+b)—2(a—b)=0 :>(a—b)(a+b—2)=0
=a—-b=0oua+b-2=0
etcomme : ae|l;+oo] et be]l;+oo] alors: a1 et b1 etdonc: a+b>2 parsuite: a+b—2#0
Donc: a*-2a=0b>-2b=a=b

Alors : Par contraposition : V(a;b)e(Jli+o)  a#b = a>~2a#b>—2b
Exercice15 : 1) Montrer que :V(x;y) e ([0 +oo o x+y>2\/_
2) Déduire que : VxeR’ ; x+122

X

a+1 b*+1
+
a
Solution :1) Nous raisonnons par équivalence

Soit :(x;y) e ([O; +oo[)2 :Ona: x+y22\/5c>(\/;)2 —2\/;\/;+(\/;)2 >0
@(J;—\/;f >0
Et puisque on a: (\/;—\/_)2 ; V(x'y)e([0;+oo[)2 (vraie)

Alors : V(x;y)e([o ++oo[ ) ; x+y>2\/5
2) Soit xeR’ ;ona: ‘v’(x;y)e([O +00 ) ; x+y>2\/_

3) Déduire que : ¥ (a;b) e (R’ ; >4

Par exemple on prend : x et 1 et on applique la proposition :
P

x+122 x><l :>x+122«ﬁ:x+122
X X X X

Donc: VxeR ; x+lzz
X

3) Déduisons que :V(a;b)e(Rj)2 : @+l btl

Soit (a;b)e(R’:)2 :ona: v(x;y)e([o +00 ) : x+y>2\/_

>4

2
On donc : d’aprés 1) sion prend : x=2 T+ et y:b +1
a
2 2 2 2
On aura - & +l+b +122 a +1><b +1
a b a
2 2 2 2
Donc : & +1+b +122 a +1Xb +1
a a b
a’+1 . 1 b*+1

>2

On donc : d’apres 2) a+122 = >2 et aussi b+522 =S
a

a

2 2 2 2
Donc : “b+1+b 1, e +1xb;122\/2x2
a a

a’+1 b*+1
+

a

Donc : >4
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2 2
)2;a+1 b+124

_|_

+

Par suite :V(a;b)e(R*
a

Exercice16 : Montrer que : Vn e N ; ﬂﬂ

2./n(n+1)

Solution : Nous raisonnons par équivalence

2
SOItnEN* ﬂ>l© A >12© 2n+12>4n n+1
2,/n(n+1) 2 n(n+1) ( ) (n+1)
S 4n’ +4n+1>4n° +4n<=1>0
Et puisque on a : 1> 0 est une proposition vraie
: 2n+1
Alors VneN ; 221 ° 5
2./n(n+1)
. n(n+1)
Exercice17 : Montrerque : VneN ; — eN.

Solution : On va Opérer par disjonction de cas i.e. déterminer un énoncé Q tel que :
Q = P et non(Q) = P soient vraies
Soit neN

Si 1 est pair alors on peut écrire n=2kavec keNet alors :

1) 2k(2k+1

n(ntl) 2kQk+1) 4ok i1yen

2 2
Si 1 estimpair alors on peut écrire n=2kavec keNet alors :

n(n2+l) _ (2k+1)2(2k+2) —(2k+1)(k+1)eN

Dans les deux cas : n(n+1) eN
2

Donc: VneN ; @GN-

Exercice18 : Montrer que n(n+1)(n+2) est un multiple de 3 pour tout neN.

Solution : Remarque : Raisonnement par Disjonction des cas : Pour montrer I'implication :
« (P1ouP2ou - ouPn)=Q »,

On montre successivement les différentes implications « Pk =Q », pour chaque k € [[1; n]].
Soit neNon a 3 cas possibles seulement

Pourn:n=3k ou n=3k+1 ou n=3k+2aveckeN

1cas: n=3k

n(n+1)(n+2)=3k(3k+1)(3k+2)=3k" Avec k'=k(3k+1)(3k+2)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

2cas : n=3k+1  n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k+2)(3k+3)
n(n+1)(n+2)=3(3k+1)(3k+2)(k+1) =3k’

Avec k'=(3k+1)(3k+2)(k+1)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

3cas: n=3k+2
n(n+1)(n+2)=(3k+2)(3k+3)(3k+4) =3(3k+2)(k+1)(3k+4)=3k’

Avec k'=(3k+2)(k+1)(3k+4)
Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

Conclusion : VneN ; n(n+1)(n+2) est un multiple de 3
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Exercice19 : 1) Montrer que : Vxe R:yx*+14+x>0 .
2) En déduire que : Vx e R:</x2+1—x>0 .
Solution : Soitx € R. Nous distinguons deux cas.
Premiercas: x>0  Alors x>0 donc x2+1>1>0
Donc x> +1+-0 etona x>0 donc /x>+1+x>0
Deuxieme cas : x<0.0na x2+1>x2

Donc V2 +1>+/x? par suite : Vx>+1>|x| or x<0

Alorson a: ¥x*+1>—-x donc V¥ +1+x=0
Finalement : VxeR:yx2+1+x>0

2
. \/x2+1—x)(\/x2+1+x) (“xz"'l) -’ x2+1-x7 1
2)Soit: xeR Jy241- :< = = = 0
) e e +1+x x2+1+x X24+14+x  Jxi+1+x
Donc: VxeR:Vx*+1—-x>0Car: VxeR:v/x2+1+x>0

Exercice20 : Montrer que : Vx e R* y1+x° #x

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que :3dx e R™" m:x
xR 42 =x :(m)z X sl = =120

Nous obtenons une contradiction

Donc notre supposition est fausse

Donc: vxeR* vI+x #x

Exercice21 : Soient(x;y)eQ’ tels que : 2xy+x°+5)° =16

Montrer que : x#y

Solution : Soient(x;y)eQ’ tels que : 2xy+x”+5y° =16

Nous raisonnons par 'absurde en supposant que :x =y

Commeona: 2xy+x° +5y° =16 et x=yAlors : 2xx+x> +5x° =16

Donc : = 8x* =16 = x> =2 = x =F+/2 contradiction carxeQ et +/2¢Q
Par suite : x#y

Exercice22 : Montrer que : VxeR ; 4cosx # x> —4x+12

Solution : ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on peut
supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

Par I'absurde, supposons qu’il existe Ix € R ; 4cosx=x>—4x+12

Donc: 3x R ; cosxzixz—x+3

2
Donc: xR ; cosx:(%xj —2x%xx1+12+2

2

2
Donc: xR ;cosx:[%x—lj +2 Or: vxelR (%x—lj >0

2
Donc: VxelR [lx—lj +2>2
2

Donc: xR cosx>2 : Cest une contradiction caron a: —1<cosx<1
Donc: VxeR ; 4cosx#x*—4x+12
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n+2

n+3

2)Montrerque : VrneN ; J16n>+8n+3 ¢ N

Solution : 1) ® Méthode : Soit P une proposition mathématique. Pour montrer que P est vraie, on
peut supposer que P est fausse et obtenir une absurdité.

Exercice23 : 1) Montrer que : Vrne N ; ¢N

n+2
n+3

:m:>n+2=m(n+3):>n+3

Méthode1 : Par I'absurde, supposons qu’il existe n € Ntel que : eN

Cest-a-dire: GneNet ImeN tel que : ”+§
n+

n+2
etcomme: n+3>n+2

’ ioti in+3
C’est une contradiction car si 4”

Alors: n+3<n+2

+2
Ceci signifie que : Vne N ; TN
n+3
Méthode2 : direct: Ona: neN donc n+l<n+2
Donc o<1 <4
n+2
Donc : 2*1 .
n+2

2) Par I'absurde, supposons qu’il existe n € Ntel que : \16n2+8n+3 €N
Cest-a-dire: neNet 3meN tel que : V16n2+8n+3 =m

V16n*+8n+3 =m=>16n>+8n+3=m’
et comme : 1672 +8n+3=((4n)>+2x4n+1)+2=(4n+1)2+2

et comme : (4n+1)2 —<(4n+1)2 +2alors : (4n+1)2 <m’
Calculons (4n+2)" : (4n+2) =(4n)>+2x4x2n+4=16n>+16n+4
Comparons : (4n+2)2et m?> :(4n+2)2—m2=16n2+16n+4—16n2—8n—3=8n+1>0

Alors : (4n +1)2 <m? =< (4n+2)2

Alors : 4n+1<m—<4n+2 et meN
C’est une contradiction car on ne peut pas avoir un entier strictement compris entre deux entiers
consécutifs : 4n+1et 4n+2

Ceci signifie que : VneN ; J16n>+8n+3 ¢N
Exercice24 : Résoudre dans R I'équation : x* —|[x—2|-4=0
Solution : Etudions le signe de : x—2

T |—o0 2 4oc
2| — ﬁ] +
On va Opérer par disjonction de cas :
Si x>2 alorsx-2>0 donc: |x—2|=x-2

Donc : I'équation devient : x* —(x—2)-4=0
Signifie : x> —x+2-4=0 c'est-a-dire : x> —x-2=0
Calculons le discriminant de I'équation x> —~x-2=0:a=1,b=-1etc=-2
DoncA=b%?-4ac=(-12-4x1x(-2)=9.
Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :
x:_b_\/zzlg\/l§ _b+‘\/Z:1+\/§:2 DonC Sl:{z}

X

= — N et =
! 2a Le[2; 4] % 2a 2x1
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Si x<2 alorsx—2<0 donc: |x-2|=—(x-2)=—x+2
Donc : 'équation devient : x> +(x—2)—4=0 c'est a dire : x*+x-2-4=0Signifie : x> +x-6=0
Calculons le discriminant de I'équation x> +x-6=0 :a=1,b=1etc=-6
Donc :A=b?—-4ac=12-4x1x (-6) = 25.
Comme A > 0, I'équation posséde deux solutions distinctes :
= _b_‘/Zz —1—«/52_3 et x, = “b+A = ~1+425 =2 Mais: x, =2¢ |-o;2[ Donc:S, :{—3}
2a 2x1 2a 2x1
Par suite : S=5,US, ={-3;2}.

Exercice25 : Résoudre dans R I'équation (E): Vx’ +1=2x
Soit § 'ensemble des solutions de I'équation (E)
Solution : Methode1 : xes=x’+1=2x= x2+12=(2x)2

3 3

:>x2+1=4x2:>3x2=13x2=%:>x=?0ux=—?

3 3
Remarque : On ne peut pas affirmer que : x =? et x= ey sont les solutions de I'équation

2
Et inversement on a : /[—QJ +1= /l+ =&¢—&
3 3 3 3
3 2
Donc : —%%S etona: /[g} +1= %Jr :¥

Methode2: xeS < Vx> +1=2x et x>0 <> /2 11 =(2x)’

! 5

3
< x*+1=4x" et x20©x2:§ et x>0 <:>(x=?oux=—§ )yet x>0

Donc: s :{ﬁ}

3

Exercice26 : Résoudre dans R l'inéquation suivante (1): Vx2=5x+6>x+4
Solution : On cherche I'ensemble de définition de 'lnéquation (/)

D:{xeR/x2—5x+6ZO}

1 5-1
x2=5x+6 : A=25-4x6=1>0: x =5+2\/_:3 et x,=—=2

D = J~o0;2] U [ 3400
Soitx € ]-0;2]U[3;+0 et § 'ensemble des solutions de (/)

xeSeoJx2-5x+6=>x+4

x+4<0 S x € |-00;—4]

1cas : si x & -0 —4] (o0 2] U[3;+00] ) = J-oo; 4]

L’'Inéquation est vraie pour tout x € ]—00;—4] car x+4<0 et Vx*—5x+6 >0
Donc S, = |-o0;—4]
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2 cas : si xe]—4;+oo[m(]—oo;2]u[3;+oo[):]—4;2]u[3;+oo[ alors © x+4>0

xeS§, oVx2-5x+6>x+4 @(\/x2—5x+6)2 2(x+4)2

10
SxX2P-5x+62x*+8x+16 = —13x>10 = x < —% = xe}—oo;—ﬁ}

Done S, :}C’O;—%}“(]—‘*ﬂ]%&m[):}—4;—%}

Donc:S=S5,US8, Z]—OO;—4]U:|— ;__} _ }_OO;__}
13 13

Exercice27 : Montrer que : 1)Vn eN;3" >1+2n .
nx (n + 1)
2
3)Vn eN*‘;i:k2 EECID S SR x(n +1)6X(2n +1)
k=1
4) Montrer que : VreN ; 4" +6n-1 est divisible par 9
Solution :1) Notons P(n) La proposition suivante : VreN ; 3" >1+2n. Nous allons démontrer par
récurrence que P(n) est vraie pour tout neN.
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 3° >1+2x0 donc 1>1.
Donc P (0) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Hypothése de récurrence : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :
3" >1+2n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3" >1+2(n +1) ?? c’est-a-dire Montrons que 3" > 21 +372?

2) Vne N ;1+2+4+3+...+n=

Ona: 3" >1+2n d’aprés I'hypothése de récurrence donc 3" ><323><(1+2n)

Donc: 3""'>6n+3
Or on remarque que : 6n+3>2n+3(on pourra faire la différence (6n+3)—(2n+3)=4n=>0)

Donc:ona 6n+3>2n+3 et 3" > 6n +3 donc 3" >2n+3

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire :
VneN;3" >21+2n .

2) Notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.

Ix(1+1) 2

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 1= =5=1 donc 1=1.
Donc P(0) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Soit neN”

nx(n+l)

Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 1+2+3+..+n=

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
(n+1)x(n+2) "

Montrons alors que : 1+2+3+...+n+(n+1)= 5 ?
Ona: 14243+ +n+(n+1)=(14243+..4n)+(n+1)

, T . . (n+1)><(n+2)
Et on a d’aprés I'hypothése de récurrence : 1+2+3+...+n+(n+1)=f
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(n+1)(n+2)
2

Donc :1+2+3+..4+n+(n+1)= nx(;m)+(n+1):(n+1)[g+1j:

Donc P(n+1) est vraie.
nx(n+1)

Conclusion : Par le principe de récurrenceon a : VneN";1+243+...4+4n=

3) Notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
Ix(1+1)x(2+1) C1x2x3

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons > =
6 6

1

Donc 1=1. Donc P(0) est vraie.
nx(n+1)x(2n+1)

L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zkz =
k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

? (n +1)><(n +2)><(2n +3) )

Montrons alors que : 1 +27+3*+..+n” +(n +1) 6

Ona: '+2+¥+.+n’+(n +1)2=(12+22+32+...+n2)+(n+1)2
n><(n+1)><(2n+1)
6

Donc 12422 +3 +.. 41" +(n+1)’ =w+(n+l)2 :(n+1)[@+(n+l)]:(n+1)(—n(2n+l)g6(n+l)j

etona: P4+22 434 +n’= d’aprés I'hypothése de récurrence

2
=(n+1)(2”+—67”+6] Et on remarque que : 2n” +7n+6=(n +2)(2n+3)

2 (n +1)><(n +2)><(2n +3)
6

Donc : P+2°+3 440" +(n +1)

Donc P(n+1) est vraie.
nx(n+1)x(2n+1)

. . . , * 2 2 2 2
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: VaeN" : I'+2°+3 +..+n" = 6

4) Montrons que : 3k e N/4" +6n—1=9k

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 4° +6x0—1=0 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Soit n e N

Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k eN/4" +6n—-1=9k donc 4" =9 —6n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k'e N/4"" +6(n+1)—-1=9k" 2?

4! +6(n+1)—1:4x4” +6n+6-1 :4><(9k—6n+1)+6n+6—1:36k+4—24n+6n+6—1
=36k +9-18n=9(4k+1-2n)=9k" avec k' =4k+1—2n

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence ona : VneN ; 4" +6n—-1 est divisible par 9

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB



http://www.xriadiat.com/

