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Cours LOGIQUE ET RAISONNEMENTS avec Exercices avec solutions

LOGIQUE ET RAISONNEMENTS

1. PROPOSITION : Une proposition est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme
temps.

Exemples : « Je suis plus grand que toi. »

—«2+2=4»

~«2%3=7»

—« PourtoutxeR,ona x*>0 »
2. OPERATIONS LOGIQUES : PlQ
1
1

Si P est une proposition et Q est une autre proposition, nous allons définir de
nouvelles propositions construites a partir de P et de Q.

Remarque : pour deux propositions P et Q non précisées, correspond 22 possibilités (
d’attribution de vérité !
D’une maniére générale, a n propositions correspond 2" possibilités d’attribution de vérité.
2-1) L’opérateur logique «et »

0

0

La conjonction est le connecteur logique « et » qui a tout couple de P[QIPAQ
propositions (P, Q) associe la proposition « P et Q », notée P AQ et définie 111 1
ainsi : P AQ est vraie si P et Q sont toutes les deux vraies simultanément, 110 0
fausse dans les autres cas. 01 0
On résume ceci dans la table de vérité suivante 0T o 0

Exemple1 : Soient les propositions P"(ﬁz1) eto" (‘_\/5‘:_\5) La proposition P est vraie si 0 est

fausse donc La proposition "Per Q0" est fausse

Exemple2 : Si P est la proposition « Cette carte est un as » et Q La proposition « Cette carte est
cceur » alors La proposition « P et Q » est vraie si la carte est I'as de cceur et est fausse pour toute
autre carte.

2-2) L’opérateur logique « ou » PIQ|PVQ
La disjonction est le connecteur logique « ou » qui a tout couple de propositions 1|1 1
(P, Q) associe la proposition « P ou Q », notée P vQ et définie ainsi : P vQ est 110 1
fausse si P et Q sont toutes les deux fausses simultanément, vraie dans les 011 1
autres cas. 010 0

On résume ceci dans la table de vérité suivante :
Exemple : Soient les propositions p'(3>1) et Q"(‘_\B‘:_\B)
La proposition P est vraie si 0 est fausse

Donc La proposition "P ou Q" est vraie
2-3) La négation « non »

La proposition « non P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie. P|P
On note P la négation de La proposition P 110
Définie a partir de sa table de vérité 01

— Table de vérité de « non P »
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2-3) L’implication =

La proposition « (non P) ou Q » est notée « P = Q ». Sa table de verité est PIQ|P=0Q
donc la suivante : 111 1
FIGURE 1.4 — Table de vérité de « P = Q » 110 0
La proposition « P = Q » se lit en frangais « P implique Q ». Elle se lit souvent 01 1
aussi «si P est vraie alors Q est vraie » ou «si P alors Q ». TR 1

Par exemple :

1)"0<1"="y2 =1" est fausse
2)"1+2=4"="y2 =-1" est vraie Eh oui, si P est fausse alors La proposition « P = Q » est toujours
vraie.

3)03x3100:¢§510 est vraie (prendre la racine carrée).
3) xe]-o0;—4]= x2+3x—4 > Oest vraie (étudier le binéme).

4) "sinx=0=x=0"est fausse (regarder pour x =21 par exemple).

Remarque :

Les propositions suivantes ont la méme signification :

(1 si ABCD est un carrée alors ABCD est un parallélogramme.

[0 ABCD est un carrée implique ABCD est un parallélogramme.

[0 Pour que ABCD soit un parallélogramme il suffit qu’il soit un carrée.

[1 Pour que ABCD soit un carrée il faut qu’il soit un parallélogramme

En générale : siona: P = Q on peut dire que :

Q est une condition nécessaire pour que ABCD un parallélogramme est nécessaire pour que ABCD
soit un carrée

P est une condition suffisante pour que ABCD un carrée est suffisante pour que ABCD soit un
parallélogramme

2-4) L’équivalence < PIQ|FP&e@
L’équivalence est le connecteur logique qui a tout couple de propositions 111 1
(P, Q) associe la proposition « P équivaut Q », notée P & Q et définie ainsi : 110 0
P < Q est vraie lorsque P et Q ont la méme valeur de vérité, fausse dans les 0]l ]
autres cas. On résume ceci dans la table de vérité suivante : TR 1

« P & Q » estLa proposition «(P = Q) et (Q = P)».
On dira « P est équivalent a Q » ou « P équivaut a Q » ou « P si et seulement si Q ».

FIGURE 1.5 — Table de vérité de « P < Q »

Exemples :

1)"0<-1"<"y2 =1" est vraie

2) Pour xeR et x'eR I'équivalence xxx'=0<>x=0ou x'=0 est vraie.

3) Voici une équivalence toujours fausse

(Quelle que soit La proposition P): « P < non(P)».

2-5) Loi logique ou une tautologie.

Activité : En utilisant les tableaux de vérité ; déterminer les valeurs de vérité des propositions
suivantes :

1-((P=Q)et (Q=P)l & (P = Q))

2-P=>QetQ=>R=>(P=R

Définition : On appelle une loi logique toute proposition constituée par des propositions liées entre
elles par des connexions logiques est qui est toujours vraie quel que soit la valeur de vérité des
propositions qui la constituent.

Une loi logique s’appelle aussi une tautologie.
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Exemples :

Considérons une proposition P. Cette proposition peut prendre la valeur de vérité vrai ou faux.
Considérons la proposition composée : P v (non P) PIP|PVP
Cette proposition est remarquable. En effet, elle est toujours vraie et ce 170 1
indépendamment de P. Vérifions-le : 01 1

La proposition P v (non P) est alors qualifiée de tautologie.

Proposition 1 : Soient P, Q, R trois proposition s.
Nous avons les tautologies suivantes :

1) P < non(non(P))

2)(PetQ) & (QetP)

3)(PouQ) & (QouP)

4) non (P et Q) < (non P) ou (non Q)
5) non (P ou Q) & (non P) et (non Q)
6)Pet(QouR) & (PetQ)ou (PetR)
7)Pou(QetR) < (PouQ)et (PouR)
8.« P=>Q» & «non(Q) = non(P) »

Démonstration : 1) Voici la démarche de démonstrations : Il suffit de dresser les tables de vérités de
(P et Q) et (Q et P) comme elles sont égales les deux propositions sont équivalentes

3. Quantificateurs et fonction propositionnelle
Si une proposition P dépend d’'un parameétre x on I'appelle fonction propositionnelle

Définition : Une fonction propositionnelle sur un ensemble E est une expression contenant une ou
plusieurs variables Libres dans E et qui est susceptible de devenir une proposition vraie ou fausse
si 'on attribue a ces variables certaines valeurs particulieres de 'ensemble E

Exemple1 : L’énoncé suivant :

P(n) : « n est un entier naturel multiple de 3 »
Est une fonction propositionnelle sur N car il devient une proposition lorsqu’on donne une valeur a
n. En effet,
v" P (30) : «30 est multiple de 3 » est une proposition vraie.
v P (19) : «19 est multiple de 3 » est une proposition fausse.
Exemple2 : « xeR:x’>0», est une fonction propositionnelle sur : R
P(x) est vraie pour tous x
La proposition « VxeR:x* >0» est une proposition vraie car les propositions P(x) sont vraies pour
tous les éléments x de 'ensemble R
Remarque : On peut avoir une forme propositionnelle a deux variables notées :
P (x,y),x € E,y € FouE et F sont deux ensembles.

3.1 Le Quantificateurs V : « pour tout » ou « quel que soit » :
On lit « Pour tout x appartenant a E, P(x) »
Sous-entendu « Pour tout x appartenant a E, P(x) est vraie ».

« Vx € E, P(x) » est vraie si pour tous les éléments x de E, la proposition P(x) est vraie.

Exemples : « Vx € [1; +oo[ :x* >1) » est une proposition vraie.

«VxeR:x*>1) » est une proposition fausse.
«VneN:n(n+1)) » est divisible par 2 » est vraie.
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3.2 Le Quantificateurs : 3 : «il existe au moins »

La proposition erE/P(x)est une proposition vraie lorsque I'on peut trouver au moins un x de E

pour lequel P(x) est vraie. On lit «il existe au moins x appartenant a E tel que P(x)

S’il existe un et un seul élément x, on pourra écrire 3! x € E, P(x) On dira dans ce cas qu’il existe un
élément unique x vérifiant P(x).

Exemples :

1) «3IxeR:x(x-1)>0) » est vraie (par exemple x = 1 (1 vérifie bien la propriété).

2)«3neN:n’-n>n) » est vraie (il y a plein de choix, par exemple n=3 convient, mais aussi n=10 ou
méme n=100, un seul suffit pour dire que La proposition est vraie)

3) «3IxeR:x*=-1) » est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif)

4) « Yn €N ,(n? pair = n pair » est une proposition vraie.

3.3 La négation des Quantificateurs :

La négation de «Vx e E :P(x)» est «Ix €k : P(x)».

La négation de «3xre E:P(x)) » est « Vxe E: P(x)».

Exemples : 1) La négation de « VxeR:x’ >1) » est La proposition 3xeR:x’ <1

En effet la négation de x* >1est: non (x> >1) mais s’écrit plus simplement x> <1.
2) La négation de « VxeR:x+1€Z) » est i« IxeR:x+1¢Z) »

3)La négation de «3xeR:x’ =-1) » est :«VxeR:x’ #-1) »

4) La négation de P :«VxeR;3y>0:x+y>10» sa négation est :

P KIxeR;Vy>=0:x+y<10»

Remarques : L’ordre des Quantificateurs est trés important.
Par exemple les deux phrases logiques : «VxeR;IJyeR:x+y>0» et IxeR;VyeR:x+y>0 sont

différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de
gauche a droite, ainsi la premiére phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y

(qui peut donc dépendre de x) tel que x + y > 0.» (Par exemple on peut prendre y =|x|+1). C’est
donc une phrase vraie. Par contre la deuxiéme se lit :

« Il existe un réel y, tel que pour tout réel x, x +y > 0.»

Cette phrase est fausse, cela ne peut pas étre le méme y qui Convient pour tous les x !

On retrouve la méme différence dans les phrases en frangais suivantes.

Voici une phrase vraie « Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien sir le
numéro dépend de la personne.

*Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour toutes les personnes ».

Ce serait le méme numéro pour tout le monde !

Résumé : On peut permuter deux quantificateurs identiques :

(vx e E,Vy € F,P(x,y)) © (Vy € F, VX € E, P(x, y))

(3xeE,IyeF,P(x,y)) © (3yeF,axeE, Px,y))

- Ne pas permuter deux quantificateurs différents :

3y € F, vx € E, P(x, y) n'est pas équivalente a Yx € E, 3y € F, P(x, y)

Remarques :

1) Quand on écrit « IxeR: /(x)=0) » cela signifie juste qu'il existe au moins un réel pour lequel f

s’annule. Rien ne dit que ce x est unique. Afin de préciser que f s’annule en une unique valeur, on
rajoute un point d’exclamation : H!xeR:f(x):O

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

I~



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
2) Pour la négation d’une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est fausse
ou vraie. Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en «il existe » et inversement,
Exercice1 : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.

1)P:"VxeR/x*>0" 2) P: "IxeR/x*-2=0"

3)P: (VxeR);—1<cosx<14) P: "VneN/geN"

5 P:(VvneN);(3meN):n<m 6) P: estpair(3n eN) 2n+1

7) P:(VneN);Jn eN P: (Vx eR);(3y eR):y —x >0

9)P:(3x eR);2x +4=0 0) P:(3x eR);x* =2

M) P: (3x ez)zez 2)P:(Vx eR);(Fy eR):p’ =x
P:(er]R);(VyeR):x ~y =0 P(Vxe[Ol) X2 x

P:(V(a;b) eR?): \/m—mb 16) P:(VxeR)(VyeR):x2+)2>x+y

7)P:(vxeR): Xt L) 18) P:(VxeR)(Fy eR):x2—xy+32=0

19) P:(V5>-O);(Ela>-0)/|x ~l|<a=|2x -2|<e¢

Solution :1)1_’: "IxeR/x*<0"

"J0eR/0°<0" donc: P:"IxeR/x*<0" estvraie
Par suite P:est fausse

2)P "VxeR/x*—2#0"
"Elx=\/56R et \/_2—2=0”

Donc: P:estvraie

3) P:VneN/geN" donc: P EIneN/geN"
HleN/%eN" Donc : P est vraie et par suite P:est fausse

4) P:(VxeR);-1<cosx<1 donc: I_):(ElxeR);cosx>-1 OUcosx <—1
Ona P:estvraie

5) P:(VneN);(3meN):n<m

Soit neN (Im=n+1eN):n<n+1

Donc : P:estvraieet P (IneN);(VmeN):n>

6) P:(3neN) 2n+1 est pair

P: (VneN) © 2n+1 estimpair donc: P estvraie

Donc : P:est fausse

7) P: (vneN);/n eNdonc: P : (3neN);JnegN etona: (22eN);v2¢N
Donc : P est vraie et par suite P:est fausse

8)P:(vx eR);(Iy eR):y —x >0

Soit xeR (Fy=x+1eR):y—x>0

Donc: P:estvraieetona: P :(IxreR);(VyeR):y—x<0

9)P:(3x eR);2x +4=0

2x+4=0=2x=-A4<x=-2

(Fx=—2€eR);2x(-2)+4=0
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Donc : P:estvraie
P (VxeR);2x+4¢0
10) P: (Ax eR);x* =2
x° =2<:>x=\/§ ou x=—«/§
P:est fausse(pas d'unicité)
P il existe plus de deux racines pour I'équation : x* =2

1) P: (3x eZ);xZeZ
(E|x=4eZ);%eZ Donc : P est vraie

Etona:?(Ver);iﬁz

12)P:(vx eR);(Iy eR):y* =x
ﬁ(ﬂxeR);(VyeR):yz;ﬁx
(3-1€R);(VyeR):y* =1 donc: P estvraie

Donc : P:est fausse

13)P:(Ix eR);(Vy eR):x -y >0

P (Vx eR);(EIy eR):y -x <0

Soit xeR:y—x<0< y<x
(3y=x-1€R):y-x<0 Donc: P estvraie
Donc : P:est fausse
14)P:(Vxe[0;1]):x22x

P :(Elx e[O;l]):x2-<x

1 : R .
En posant : x:E onaura: (lj <% donc La proposition P est vraie donc P est fausse

2
15)P:(V(a;b)eR2):\/a2+b2 =a+b
?’:(El(a;b)eRz):\/a“rbz¢a+b
Enposant: a=4 et b=3 onaura: Jya?+b> =16+9 =25=5 et a+bh=4+3="7donc La proposition P est vraie

donc P est fausse
16) P:(VxeR)(VyeR): x>+ y*>x+y donc: I_Jz(EIxeR)(EIyeR):x2+y2<x+y

2
Enposant: x=1 et y:% onaura: 1%6] <1+% c'est-a-dire : %<g donc La proposition P est vraie
Donc: P estfausse

17)P:(VxeR*):x+lZ2 donc: F:(ElxeR*):x+l<2
X X

Enposant: x=-1onaura: —1+i:—2<2

Donc La proposition P est vraie donc P est faLisse

18) P:(VxeR)(IyeR):x>—xp+)*=0donc: P:(IxeR)(VyeR):x2—xy+y*#0
Enposant: x=1onaura: l-y+)*cad y*-y+1
A=(-1)>-4=-3<0Donc: y*~y+1>0 donc: y>~y+1#0

Donc La proposition P est vraie donc P est fausse
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19) P:(Ve>0);(3a>0)/|x —l|<a=|2x —2|<¢

Soit & >0 : |2x—2|—<g:>2|x—1|—<5:>|x—1|-<g

(Ela=£>0j/|x—l|—<£:>|2x—2|—<g
2 2

Ona P:estvraie

P :(Fe>0);(Va>=0)/|x—1<a et 2x-2|>¢

Exercice 2 Ecrire a I'aide de quantificateurs les propositions suivantes :
1. Le carré de tout réel est positif.

2. Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.
3. Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

4. Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.

5. Il existe un entier multiple de tous les autres.

6; Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.
Solution :

1. "VxeR/x*>0"

2. "Elx cR ,x>—x2 "

3. (VvneN);(3meN):n<m

4.(IxeR):(VneZ);(VmeN"): n
(xe)(ne)(me )x;tm

5.(3neN);(VmeN)(IkeN):n=mxk
6.(VxeR);(VyeR)/x<y=3FzeQ/x<z<y

4. RAISONNEMENTS

Voici des méthodes classiques de raisonnements.

4.1. Raisonnement direct : On veut montrer que La proposition « P = Q » est vraie. On suppose
que P est vraie et on montre qu’alors Q est vraie
Exemplel: xeR;yeR

0<x=<2
Montrer que : ' :>l+l>1
0<y<2 x y
0<x<2 [x 2 1 1 11
0<y<2_ 1 175 ,72"2
Solution : = —>= Y
y 2
1 1
=>—+—>1
Xy
) 1
Exemple2: x € R™ Montrer que : =1-Jx=x=0
1+x
. 1
Solution : :1—\/;:>(1+\/;)(1—\/;)=1:>1+(«/;)2=1:>1+x:1:>x:0
1+\/;

Exemple3 : 1) Montrer que :(V(a;b)eR2)1a2+b2:0:a:0 et h=0
2) xeR" et yeR" Montrer que: x+y+2=2ﬁ+2\/§:>x=y=1
Solution: 1)a*+b*=0=>a*=-b>*=a*eR"

Oron sait que a>e R* donc a>e R* "R~ c'est-a-dire : a>=0 par suite: a=0
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Et puisque a*>+b*=0 alors H=0

2) x+y+2=2x + 2y > x-2{x +1+y-2,/y +1=0

:(\/;—1)2-1—(\/;—1)2:0:\/;—1:0 et \/;—1:0 d’apres1):>\/;:1 et \/;:1:>x=1 et y=1
Donc:x+y+2:2\/;+2\/;:>x:y:1

Exemple4 : Montrer que :(V(a;b)6R2):a2+b2:1:>|a+b|£\/5

Solution : 1) Supposons que : a®>+b*=1

Or on sait que V(a;b)eR :(a—b)220

Donc : a®>—2ab+b*>>0 et puisque : a>+b*=1 alors : 1—2ab>0 Donc 2ab<1 et a*+b*=1
Par suite : a>+b*+2ab <2 donc (a+b)232

Donc +/(a+b)? <2 cestadire: |a+b <2

Exemple5 : Montrer que si acQ et »eQ alors a+b€Q
Solution : Prenons acQ et Q. Rappelons que les rationnels Q sont 'ensemble des réels

s'écrivant £ avec peZ et geN".

q
Alors a=2£ avec peZetqeN'; De méme bzﬂ, avec p'eZetq eN’
q q

Donc :a+h=L+ 2 - P*474*P Or|e numérateur pxq' +qx p'estbienun élémentde Z; le

q q qxq
dénominateur g xgq' est lui un élément de N*.
Donc : a+b s’écrit bien de la forme : a+b:p—”avec p'eZet ¢"eN"  Ainsi a+beQ
- \ 1 xX+2
Exemple6 : On considére la fonction définie sur -1 (par f(x)= —
X

Montrer que : |x—1|-<%:>i|x—l|£|f(x)—f(l)|£%|x—1|

Solution:|x—1|<l:>—l<x—l<l:>l<x<E
2 2 2 2 2
x+2 _x+2—2x—1_ 1-x

T oxtl 2x+1 x4l

Ona: f(x)-£(1)

1-x
2x+1

Donc : |£(x)- /(1) =

:|1—x|><L
2x+1|

Etona: |x—1|-<l:>%-<x-<%:>2-<2x+l-<4:l-<;-<l

1 1
Sl <l f ()= D) 2|1
iy Dbt UG U i

Donc : |x—1|-<%:>i|x—1|£|f(x)—f(l)|£%|x—1|

n+1
n+2
Solution:Ona: neN donc n+1<n+2

Exemple7 : Montrer que : ne N = ¢ N
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n+1 <1 donc n+l

n+2 n+2
Exemple8 : Montrer que pour tout Vx e [-2;2]: 22 = 4 —x? .

Solution : I'inéquation est définie si et seulement si x e[-2;2]d’apres le tableau de signe :

Donc :0< ¢ N

T |—00 =2 2 +oo
[ N

D, :[—2;2] Soit xe [—2;2].

2

Zﬁ_\/mz (2\/5)_(\/m) _ 8—4+x?
2W2+a-x 22+4-x

Ona: 2@—@:%% alors : Vxe[-2;2]: 242 = 4 -2

4.2. Raisonnement par disjonction des cas :

Si I'on souhaite vérifier une proposition P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre La

proposition pour les x dans une partie A de E, puis pour les x n’appartenant pas a A. C'est la

méthode de disjonction des cas ou méthode cas par cas.

Donc : Si on montre que les deux propositions : P = Q et P = Q sont vraies (et puisque la derniére

proposition est une loi logique) on peut conclure que Q est vraie.

Exemple1 : Montrer par disjonction des cas que pour toutVx e R:[x—1|<x>—x+1.

Solution : Soit xeR. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : x >1  Alors|x—1|= x-1.
Calculons alors (x?—x+1)—(x—1)=x2—x+1-x+1

(=x+1)=(x=1)=x>-2x+1+1=(x=1)>+1>0 Ainsi x>~ x+1>|x—]
Deuxiéme cas : x < 1. Alors|x—=1|=—(x-1).

Nous obtenons (x?—x+1)+(x=1)=x>—x+1+x-1=x2>0.

Et donc xz—x+12|x—l|

Conclusion : Dans tous les canZ—x+12|x—1|.

Exemple2 : Résoudre dans R l'inéquation (E): =X !

VI+x
Solution : Soit S 'ensemble des solutions de(E)et x € ]—1;+oo[
4—x 1
Ona:xeSe—>

NIES,

1 cas : si xe[4;+oo[ alors 4—x<0 donc §, =

2 cas :si x€|-1;4[ alors 4—x>0

2 2
Donc:4_x> ! <:>(4_xj >[ 1 j@x(x2—7x+8)>0

4 1+x 4 VI+x
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. T—17 TVIT .
a —1 0 > 4 5 -
@ —_ IJ' -+ -+ -+
a2—Ta+5 + + ill — — 1|]
- | 0
ol r2—Tr—+-8) — I]' —+ [ll — — I

7-17

2

7-J17
2

x(x2—7x+8)>-0<:>xe}0; ] Donc : S2:}O;—

Donc: S=5US, =}O;

Exemple3 : Résoudre dans R l'inéquation (1): [x-1|+2x-3>0
Solution : Soit S 'ensemble des solutions de (1)

Soit xeR: on va déterminer le signe de : x—1

T |—00 1 +o0
r—1 —ﬁ)-i—

si x€[1;+00[ alors |x—1|=x-1

Donc : l'inéquation (1)devient : x—1+2x-3>0<3x-42>0
4
3x—420<3x2§ Donc: §, =E;+00[ﬁ[1;+00[=[§;+0{

Si XE]—OO;l] alors |x—1| = —(x—l) =—x+1
Donc : l'inéquation (1)devient : —x+1+2x-320<x2>2

Donc : 5§, :[2;+oo[m]—oo;l]:®
4
Finalement: $=§,US§, = |:§;-|-oo|:

Exemple4 : Montrer par disjonction des cas que: VxeR:x2+1+x>0.
Solution : Soit xeR. Nous distinguons deux cas.
Premiercas : x>0  Alors x2>0 donc x2+1>1>0

Donc: vx2+1>0 etona x>0 donc vx*+1+x>0
Deuxieme cas: x<0.ona x?2+1>x?

Donc :/x2+1>+/x2 donc Jx2+1 > |x| or x<0
Alorson a: Vx*+1>—x donc vx2+1+x>0

Finalement: VxeR:yx2+1+x>0
Exemple5 : Résoudre dans R I'équation (1): x>~[x-2[+5=0

Solution : Soit S I'ensemble des solutions de(1)
Soit xeR: étudions le signe de : x-2
Premier cas : si xe[2;+00[ alors |x—2|=x-2
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Donc I'équation (1)devient : x*—(x—2)+5=0<x>~x+7=0
A=1-28=-27<0 Donc: §, =0

Deuxi€éme cas : si x € ]—00;2[ alors |x—2| = —(x—2) =—x+2

Donc : I'équation (1)devient : x2+(x—2)+5 =0 x?+x+3=0
A=1-12=-11<0 Donc: §,=9

Finalement: S=S,US,=9

Exemple 6 : Montrer que : n(n+1)(n+2) est un multiple de 3 pour toutn e N.
Solution : soit » e Non a 3 cas possibles seulement pour n
n=3k ou n=3k+1 ou n=3k+2 aveckeN

1cas: n=3k

n(n+1)(n+2)=3k(3k +1)(3k+2)=3k" Avec k'=k(3k+1)(3k+2)
Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

2cas : n=3k+1

n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k +2)(3k+3)=3(3k+1)(3k+2) (k+1) =3k’
Avec k'=(3k+1)(3k+2)(k+1)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

3cas: n=3k+2
n(n+1)(n+2)=(3k+2)(3k+3)(3k+4)=3(3k+2)(k+1)(3k +4) =3k’
Avec k'=(3k+2)(k+1)(3k+4)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

Conclusion : VneN n(n+1)(n+2) estun multiple de 3

4.3. Raisonnement par contraposition :

Le raisonnement par contraposition est basé sur 'équivalence suivante :
La proposition « P = Q » est équivalente a « non(Q) = non(P) ».

Donc si I'on souhaite montrer La proposition « P = Q »

On montre en fait que non(Q) = non(P) est vraie.

Exemple1: xeR etyeR

Montrer que : x#2 et y#2 =2x+2y—xy—-2#2
Solution : soitxeR ety eR
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : 2x+2y—-xy—-2=2= x=2 ou y=2
Ona: 2x+2y-xy-2=2=2x+2y-xy-4=0=x(2-y)-2(2-y)=0=>(2-y)(x-2)=0
=2-y=00u x-2=0 =>y=2 ou x=2
Donc: x#2 et y#2 =2x+2y—xy—2#2
x+2

Exemple 2 : xeR etx=—5 : Montrer que : x = —8 :>T5¢2
X

Solution : soitxeR etyeR
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Utilisons un Raisonnement par contraposition :

x+2

Montrons que : : ——=2= x=-8
x+5

xX+2

Ona: m=2:> x+2:2(x+5) = x+2=2x+10=x=-8
x+2

Donc: x#-8 =>——#2
x+5

Exemple 3 : Soitn e N. Montrer que si n? est pair alors ,, est pair.

Solution : Nous supposons que n n’est pas pair

Nous voulons montrer qu’alors n? n’est pas pair

Comme n n’est pas pair il est impair et donc il existe kN tel que n=2k+1.

Alors n*=(2k+1)?=4k>+4k+1=2(2k>+2k)+1=2k'+1 avec : k'=2k*+2keN.
Et donc n? est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition ceci est
équivalent a : si n? est pair alors n est pair.

Exempled4: x cR;y eR

Montrer que : x#y=(x+1)(y-1)#(x-1)(y+1)

Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=>x=y 2?

Ona: (x+1)(y-1)=(x-1)(y+])= xp—x+y—l=xp+x—p—1

= 2x=-"2y=>x=y

Donc : x;ty:>(x+1)(y—l)¢(x—1)(y+l)

Exercice : Soit neN et peN

Montrer que : nx p est pair ou n*-p* estun multiple de 8
Solution : Raisonnement par disjonction des cas :

e Sinou p sont pairs alors nx p est pair

e Sinet

e p sont impairs alors
n=2k+1 et p=2k'+1 avec keN;k'eN

Donc 12— p*= (2k+1)2 —(2k' +1)2
n2—p2:4(k(k+l)—k'(k’+1)) eton a: m(m+1) est pair
n2—p*=4(2a-2p)=8(a~B)=8k" donc "*~ P* est un multiple de 8

4.4. Raisonnement par ’absurde :

Le raisonnement par I'absurde repose sur le principe suivant : pour montrer « P = Q » on suppose
a la fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie
alors Q doit étre vraie et donc « P = Q » est vraie.

Exemple1 : Soient a >0 et b>0 Montrer que si a _ b alors a =b.

1+b 1+a
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Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que ﬁ ZIL et a+b.
+ +a
Comme %:%alors a(l+a)=b(1+b)donc a+a>=b+b*d'ol a>~b>=b—a. Cela conduit &
+ +a

(a—b)(a+b)=—(a—b)Comme azbalors a—b#0et donc en divisant par a—b on obtient :

a+ b =-1. La somme des deux nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons une

contradiction. Conclusion : si —%_ =L alorsa=b.
1+ 1+a

Exemple2 : Soit / la fonction numérique définie sur R par: f(x):x2+2x

Montrer qu’il n’existe pas de nombre positif M tel que : VxeR on a: f(x)SM

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe un nombre positif M tel que :
vxeR ona: f(x)<M

f(X)SM =2 +2x<M = x> +2x+1< M +1
:>(x+1)2£M+1:>\/(x+1)2 <JM+1 :>|x+1|S\/M+1

= AM+1<x+1<M+1 2 M +1-1<x<IM+1=1 vxeR

Nous obtenons une contradiction car il suffit de prendre : X = VM +1
Donc notre supposition est fausse donc : il n’existe pas de nombre positif M tel que :

vxeR ona: f(x)<M

Exemple3 : Montrer que : 2¢Q
Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que \/56 Q

Donc il existe aeNetseN'; tel que J’:% avec anb=1

a
«/§=Z:>a=bx/§:>a2:(b\/§)2
= a?=2b* = a* est pair = A est pair
a
Etona: 2ZZ:>a2:2b2:>4k2:2b2:>2k2:b2:>b2 est pair = b est pair

a
Doncona: V2= ,, avec @ est pair et b est pair

Cad : aanb#1 Nous obtenons une contradiction

Donc notre supposition est fausse donc \/EE Q

Exemple4 (Contraposée ou absurde) : Soient a;:6 € Q

1) Montrerque : a+b/2=0=a=b=0

2) En déduire que : a+b2 =a'+b'N2 =a=a et b=l

Solution :1) Nous raisonnons par I'absurde en supposant que b = O

a+b«/§=0:>b\/_=—a:>—%:x/§
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Or a;peQ donc —% e Q mais on sait que \/Eeé Q Nous obtenons donc une contradiction
Donc /=0 et puisque : ¢+5J2 =0 alors a =0
2) SUPPOSONS QUE : a+b~/2 =a'+ b2 dONC a—a’' +bJ2 —b'2 =0
Donc :a—a'+\/§(b—b’):O et d’'aprés 1)onaura: a—a' =0 et b—b'=0

Donc:a=d et b=0
Exemple5 (absurde)

On considére 'ensemble : 4 ={1;2;3;4;...;n} avec n un nombre entier impair
Et soient:X,; X,; X;; X, ;... ; X, des éléments de 'ensemble 4 distincts deux a deux

Montrer que : i e A/ X, —iest pair

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que :

Vie A/ X;,—iestimpair

Onadonc: S =(x, —1)+(x,—2)+(x,—3)+...+(x, —n) un nombre entier impair
Car c’est la somme d’un nombre impair de nombres impairs

Or: S=(x+x,+x;+..4x,)—(1+2+3+..4+71)=0 est 0 est pair

Nous obtenons donc une contradiction donc :Jie 4/ X, —i est pair

4.5. Raisonnement par Contre-exemple :

Si 'on veut montrer qu’une proposition du type Ver:P(x)est vraie alors pour chaque x de E il faut

montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette proposition est fausse alors |l
Suffit de trouver x e E tel que P(x) soit fausse. Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple a

La proposition VxeE:P(x)
Exemple1 : Montrer que La proposition P:(Vxe[0;1]):x*>x est fausse :

Solution : sa négation est : I_D:(axe[O;l]):xz <x
2
En posant : x:% on aura : (%J <% donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple2 : Montrer que La proposition P:(VxeR)(VyeR):x*+y*>x+y est fausse :
Solution : sa négation est : P: (IreR)(FyeR):x>+y><x+y
1 1 1 5 6
En posant: x=1et y=— onaura: 12+(—j <l+- cad =<-—
2 2 2 4 4
Donc : La proposition P est vraie donc P est fausse
Exemple3 : Montrer que La proposition P:(v(a;b)e}1%2):\/az+b2 =a+b estfausse:
Solution : sa négation est : P:(3(a;b)eR?):a+b* #a+b
Enposant: a=4 et b=3 onaura : Ja>+5 =16+9 =25 =5 et a+b=4+3=7donc La proposition P est

vraie donc P est fausse
Exemple4 : Montrer que La proposition suivante est fausse :

« Tout entier positif est somme de trois carrés »
(Les carrés sont les 07, I*, 22, 32,... Parexemple 6 =12+12+22.)
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Démonstration : Un contre-exemple : les carrés inférieurs a7 sont 0,1,2 mais avec trois de ces
nombres on ne peut faire 7.

Exemple5 : Montrer que La proposition P;(VxeR*):lez est fausse :
X

Solution : sa négation est : ﬁ:(axeR*):x+l<2
X

En posant: x=-1 onaura: —1+i1=—2<2 donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple6 : On considére la fonction f définie sur R par :
f(x)=2x>-x+3 Montrer que : f n’est ni pair ni impair

Solution : f est n’est pas pair si et seulement si (IxeR): f(-x)# f(x)
f est n’est pas impair si et seulement si (IxeR): f(-x)=—f(x)

On aeneffet: f(1)=4 et f(-1)=6 donc f(-1)=-f(1) et f(-1)= f(1)
Donc f n’est ni pair ni impair
a#b

Exempl7 : Montrer que La proposition P:v(a;b;c;d)eR“;{ d:>a+c¢b+d est fausse :
c#

- a#b
Solution : sa négation est : P:H(a;b;c;d)eR“;{ Ly et a+c=b+d
c

Ona: 2#3etl#0et 2+1=3+0
Donc ; La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple8 : Montrer que La proposition P:(VxeR)(IyeR):x>~xy+y>=0 est fausse
Solution : Sa négation est : P:(IxeR)(VyeR):x2—xy+y?#0

Enposant: x=1onaura: l=y+)Y* cad y'-y+l

A=(-1)2-4=-3<0 donc: y2=y+1>-0 donc: y*-y+1#0

Donc : La proposition P est vraie donc P est fausse

4.6. Raisonnement par équivalence :

Le raisonnement par équivalence repose sur le principe suivant : pour montrer que P est vraie on
montre que « P & Q » est vraie et Q est vraie donc on déduit que P est vraie.

Exemple1: Vx>0 vilso
X

x2+1 x+1 x2+1 x2+1-2x

1 _ 2
Solution: x +—22& 22& 22 —220@_20:©M20(vraie)
x x x x x X

Donc: Vx>0 xilso
X

Exemple2 : soit xR Montrer que : |x—1|s—<:>zsLsz

1
2 5 x+1 3

Solution : |x—l|£—<:>—l£x—131<:>—l+2Sx—1+2£l+2
2 2 2 2

Exemple3 : résoudre dans R I'équation (E): vx*+1=2x
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Soit § 'lensemble des solutions de I'équation (E)

2
Solution :Methode1 : xS =x* +1=2x=+x" +1 :(2x)2

6B

:>x2+1=4x2:>3x2=13x2=%:>x=?0ux=—?

3 3
Remarque : On ne peut pas affirmer que :x = 3 et x= —g sont les solutions de I'équation

2 23, 0B
[_?] +1:\/; 3
(?] +1= \/;—id onc: ?ES

Methode2 : xS < Vx’+1=2x et x>0 & VP 11 =(2x)’

1
& x*+1=4x* et x20<:>x2:§ et x>0

<:>(x=£oux=—? )et x>0 Donc: S={?}

Et inversement on a :

3
Donc: —TeES etona:

Donc: g= {ﬁ}

3

3

Exempled : xeR etycR Montrerque : |x—y|<2yx’+)" +xp
Solution: xeR ety eR

|x—y|£2m<:>|x—y|zs(2M)z

&X' =2+ <4 +4y +4xy ©3x7 +3)" +6xy >0
<:>3(x2+2xy+y2)20©x2+2xy+y220©(x+y)220

On sait que (x+y)2 >0 (vraie)

Donc: VxeR et VyeR : |x—y|£2\/m

Exemple5 : 1) Montrer que :(v(a;b)e(R+)2):a+b:O<:>a:0 et b=0
2) xeR et YER Montrer que: M+\/yz_+1:2<:>x:y:0
Démonstration : 1)a) = ( (a;b) € ( +)2):a+b=0:>a=0 et b=0

Supposons que ; a+b=0 et(a=0 ou b=0) et (a;b)e(R*)2

Donc a+b > 0contradiction par suite a=0 et =0
b) < inversement si a=0 et b=0 alorson aura a+b=0

2
Donc : (V(a;b)e(R*) ):a+b=0<:>a=0 et b=0
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2) xeR et YER 41+ yP+1=2a 2 +1+17+1-2=0
@(\/x2+1—1)+(«/y2+1—1)=0 or Jx2+1—-1>o0et {/)*+1-120
SAx2+l-1=0 et \y2+1-1=0 x> +1=1 et y2+1=1

Sxi+l=let y2+1=1x*=0et y2=0<=x=0et y=0

Donc :Vx*+1+4/y*+1=2<x=y=0

4.7. Raisonnement par récurrence :

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une proposition P(n), dépendant de n, est vraie
pour toutn e N. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes :

L’initialisation : 1étapes : on prouve P (0) est vraie

L’hérédité : 2étapes : on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie

3étapes : On démontre alors que La proposition P(n+1) au rang suivant est vraie

En fin dans la conclusion : P(n) est vraie pour tout neN.

Pour expliquer ce principe assez intuitivement, prenons I'exemple suivant :

La file de dominos : Si I'on pousse le premier domino de la file (Initialisation).

Et si les dominos sont posés I'un aprés I'autre d’'une maniére a ce que la chute d’'un domino
entraine la chute de son suivant (hérédite).

Alors : Tous les dominos de la file tombent. (La conclusion)

(1MW 211177717

D, D, D.

Exemple 1: Montrer que : Vi e N;3" >1+2n .

Solution : notons P(n) La proposition suivante : Vn e N;3" >1+2n |

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout neN.
L’initialisation :1étapes : Pour n=0 nous avons 3°>1+2x0 donc 1>1.

Par suite P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : ou Hypothése de récurrence :

Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 3" >1+2n

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3""' >1+2(n +1) ?? C'est-a-dire Montrons que 3" >21+3??

On a: 3" >1+2n d’aprés I'hypothése de récurrence donc 3" x3>3x(1+2n)
Donc: 3""'>6n+3
Or on remarque que : 6n+3>2n+3(on pourra faire la différence (6n+3)—(2n+3)=4n>0)

Donc: ona 6n+3>2n+3 et 3" >6n +3 donc 3" >2n+3
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour toutn > 0,

Cest-a-dire Vi e N;3" >1+2n .

nx(n +1)
—2 )

Exemple 2: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N*, 1+2+3+..+n =

Solution : Notons P(n) La proposition
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Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
e e s 1><(1+1) 2
L'initialisation : 1étapes : Pour n=1 nous avons 1= T = E =

Donc 1=1. Par suite P (0) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie : c’'est-a-dire : 1+2+3+...+n=

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
(n+1)x(n+2)
2

Montrons alors que : 1+2+3+..+n+(n+1)= 272

On a: 4243+ +n+(n+1)=(14243+..4n)+(n+1)

(n+1)x(n+2)
et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: 1+2+3+...+n+(n+1) = 5
Donc : 1+2+3+...+n+(n+1):nX(ZH)+(n+1):(n+1)(g+lj:—(n+1)2(n+2)
Donc: P(n+1) est vraie.
nx(n-l-l)

Conclusion : Par le principe de récurrence ona : Vne N;1+2+3+...+n= 5

Exemple 3 : Montrer par récurrence que :pour tout entier n>5: 2" > 6n
Solution : notons P(n) La proposition : « 2" > 6n »

L’initialisation : 1étapes : Pour n=5:2° =32 et 6x5=30 donc 2° >6x5
Donc P(5) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 2” > 6n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 2" >6(n+1) ??

Or, puisque 2" > 6n (d’aprés I'hypothése de récurrence)
Donc: 2"x2>=6nx2 donc 2" >=12xn (1)

Or on remarque que : 12n>6(n+1) (2)

Eneffet: 12n—6(n+1)=6n-6>0 Car: n>5donc 6n>30 alors :6n—6>24>0
On conclut par récurrence que : Pour tout n>5: 2" > 6n

Exemple 4 : Montrer que : Vn e N;n’ +2n est divisible par 3

Solution : Montrons 34 e N/n’ +2n =3k

L’initialisation : 1étapes : Pour n=0 nous avons 0’ +2x0 =0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.

L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie

C'est-a-dire : 3k e N/n’ +2n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ N/(n+1)3 +2(n+1)=3k" ??

(n+1) +2(n+1)=n"+3n> +3n +1+2n +2==(n +2n)+3n’ +3n+3=3k+3(n’ +n+1)=3(k+n’ +n+1)
:3(k +n’+n +1):3k’ avec k'=k +n’>+n+1

Donc P(n+1) est vraie.
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Conclusion : Par le principe de récurrenceona: Vae N;n’ +2n est divisible par 3
Exemple 5: (Récurrence) Montrer que pour tout » e N* :

. x(n+1)x(2n+1

YK =r+2+3+. 40’ = X )6 (2n+1) .

k=1

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.

Ix(141)x(241) 1x2x3

L’initialisation :1étapes : Pour n=1 nous avons : 1> = 6 6 1
Donc : 1 =1 par suite : P(0) est vraie.
L ] . o, o 5o nx(n+1)x(2n-|—1)
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zk =
k=1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 12+22+32+...+n2+(n+1)2:("”)X(” +62)X(2”+3) 22
Ona:"+2"+3 +.4+n’+(n +1)2:(12+22+32+...+n2)+(n +1)’
Etona: 24224324 +n? =w d’aprés I'hypothése de récurrence
Donc : 12+22+32+m+n2+(n+1)2:n(n+1)6(2n+l)+(n+1)2
2n+1 2n+1 1 2
~(n+1) n(2n+t )+(n+1) ~(n+1) n(2n+1)+6(n+1) —(n+1) 2" +7n+6
6 6 6
Et on remarque que : 2n°+Tn+6=(n+2)(2n+3)
Donc @ 1242243 +..+n? +(n +1)2:(n+1)><(n +62)><(2n+3)
Donc : P(n+1) est vraie.

. y s s nx(n+1)><(2n-|—l)
Conclusion : Par le principe de récurrenceona : 1'+2°+3" +..+n" = 6
Exemple 6: (Récurrence) Montrer que pour tout » e N* :

n 2)( +1 2

Y =TP+2+3 + +n’ :w.

= 4
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.
L’initialisation :1étapes : Pour n=1 nous avons 13:M:1

4
Donc :1=1. Donc P(0) est vraie.
o e s Ny X (4]
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zk :T
k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
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(n-|-1)2><(n+2)2:[(n+l)(n+2)j2 ’s

Montrons alors que : Yk’ = J 5
k=1

n+l n

3 3 3 ! 3 n2x (71 + 1) 2 , . , . ;
Ona: ) k=Y k+(n+l) etona: ;k = d’aprés 'hypothése de récurrence

k=1 k=1
@ onPx(n+1)? 3 2( n? o[ n*+4n+4
Donc : Zk3:—+(n+1) :(n+1) (—+n+1j=(n+l) _—
k=1 4 4 4
2 2 2
=(n+1)’ (n+2) =(n+1y’ (n+2) :(("H)(’Hz)j par suite : P(n+1) est vraie.
4 2? 2
2 n*x(n+1)?
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: ne N” : Zk3 :%
k=1

k=n

Exemple 7: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N* : Y (2k+1)=143+5+...+(2n+1)=(n+1)

k=0

2

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e N*.

L'initialisation :1étapes : Pour n=1 nous avons 1+3=4 et (1+1)2 =4

donc 4=4. Et alors P(0) est vraie.
k=n
L’hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Z(Zl’wl):(nﬁ)2

k=1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

k=n+1

Montrons alors que : Z (2l’c+1)=1+3>+5+...+(2n+1)+(2n+3)=(n+2)2 ?2?
k=1
k=n+1 k=n

Ona: Y (2k+1)=)(2k+1)+(2n+3)

k=1 k=1
k=n

et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: Z(2k+1) = (n+1)2
k=1

k=n+1
Donc : 'S* (2k+1)=(n+1)’ +(2n+3)=n* +2n+1+2n+3=n’ +4n+4

k=1

Donc : kzz"f'(ZkH):(Hz)z donc P(n+1) est vraie.

k=n
Conclusion : Par le principe de récurrence on a : Y. (2k+1) =(n+1)’ VnenN
k=1
Exemple 8 : Montrer que : Vn e N;4" +6n—1 est divisible par 9
Solution : Montrons que : 3k e N/ 4" +6n—1=9k
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 4° + 6x0—1=0 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : Ik e N/ 4" +6n—1=9k
Donc:4" =9k —6n+1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3k’ e N/ 4" +6(n+1)-1=9k" 2?2

4! +6(n+1)—1:4><4" +6n+6-1 :4x(9k—6n+1)+6n+6—1:36k+4—24n+6n+6—1
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=36k+9—18n=9(4k+1—2n)=9k’ avec k' =4k+1-2n
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : Vn e N;4" +6n—1 est divisible par 9

Exemple 9 : Montrer que : VneN;7" -1 est divisible par 6

Solution : 1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 7° —1=0 est un multiple de 6
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie cest-a-dire: 3k e N/7" —1= 6k
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/ 7" —1=6k" ?7?

7 —1=Tx7"=1=7"x(6+1)-1=6x7"+7"-1=6x7"+6k

7" —1=6(7” +k)=6k’ avec k'=T"+k
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : VneN;7" -1 est divisible par 6

Erreur classique dans les récurrences :

Exemple 10 : Pour tout entier naturel n, on considere les deux propriétés suivantes :

P (n) : 10" —1est divisible par 9

Q (n) : 10" + 1 est divisible par 9

1) Démontrer que si P (n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.

2) Démontrer que si Q (n) est vraie alors Q (n + 1) est vraie.

3) Un éleve affirme : " Donc P (n) et Q (n) sont vraies pour tout entier naturel n.

Expliquer pourquoi il commet une erreur grave.

4) Démontrer que P (n) est vraie pour tout entier naturel n.

5) Démontrer que Q (n) est fausse pour tout entier naturel n.

On pourra utiliser un raisonnement par l'absurde.

Exemple 11 : Soit P(n) la propriété définie sur N par : 7" —1Est divisible par 3

1) Démontrer que si P(n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.

2) Que peut-on conclure ?

Remarques : La rédaction d’'une récurrence est assez rigide.

Respectez scrupuleusement la rédaction proposeée : donnez un nom a La proposition que vous
souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les trois étapes (méme si souvent I'étape d’initialisation est

tres facile
Exercice : acR etheR telque: ac]-1;1] et be|-L]]

a+b
1+ab

<1

Montrer que : -1<

. a+b a+b|
Solution : -1< <le
1+ab 1+ab|

<1 |a+b|<[l+ab| & |a+b><[I+ab|*  a*+b*+2ab < 1+a?b? +2ab

Donc : _1 < 4*?

2 _ 2
1+ab<1c>(a 1)(1-5%)<0

Donc:ae]-Ll[ et be |11 =-1<a<1 et -1<b<1

=>laj<1 et p|<1=a* <1 et <l=a*-1<0 et 120 =(a*-1)(1-5*)<0

Donc: ae]-L1[ et be]—l;l[3_1<1a+[2<1
+a

Exercice 4 Traduisez les propositions suivantes en langage courant puis déterminer leurs
négations et leurs valeurs de vérité :
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1) P:(VxeR);(IyeR):x>y  2) P:(IxeR);(VyeR):x>y 3) P:(VxeR);x’ 24=x>2

4) P:(EIerR);x2 =4 5) P:(VE>-0);[E|xe{l+l;neN*}j/x-<€+10
n

Solution :1) Pour tout ¥ appartenant a R il existe au moins un y appartenanta R tel que I est
supérieur strictementa y et F:(er]R);(Vye]R):xSy

P:(VxeR);(IyeR):x>y Estune proposition vraie car I'lorsque je prends I je peux trouver il
suffit de prendre : y =x-1

2) il existe au moins un ) appartenanta R tel que Pour tout ¥ appartenanta R ona X est
supérieur strictementa y et P: (VxeR);(IyeR):x<y

P est une proposition fausse

Car I'lorsque je prends X je peux toujours donnera y lavaleur: y =x+1

3) P:(VxeR);x2 24=x22

Pour tout ¥ appartenanta R si x*> est supérieur ou égal a 4 alors X est supérieur ou égal a 2
}_):(HXGIR);)C2 >4 et x<2; p:estvraie carjeprends x=-2ona (—2)2 >4 et -2<2

P est donc une proposition fausse

4) P:(EIerR);x2 =4 il existe au moins un y appartenanta R tel que x* est égal a 4

}_’:(VxeR);x2 £4
P est une proposition vraie car il suffit de prendre : x=2
5) P:(Vg>0);[3xe{l+l;neN*}J/x-<g+10
n
1

Pour tout ¢ supérieur strictement a 0 ; il existe au moins un ¥ qui s’écrit sous la forme 1+ —
n

avec n e N* tel que X est inferieur strictement a ¢+10

;’:(35>0);£Vxe{l+l;neN*}]/XZEHO
n

Soit ¢ >0 ;x<g+10<:>l+l<g+10<:>l<g+9<:>n>
n n £+9

1 1
Donc pour 7, = E(ng-l-l onprend x=1+— etona x<&+10 P est donc une proposition vraie
& n,

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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