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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction Série N°9 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble E.
1) Monter que : AnB=ANC< ANB=4ANC
AnCc BnC
2) Monter que : < AcCB
A-CcB-C
3)Monter que : AUB=ANC<BcAcC
4)Monter que : A=B< ANB=AUB
Solution : 1) Montrons que : ANB=ANC& ANB=ANC
=) On suppose que : ANB=ANC
Montrons que : ANB=ANC

<)Montrons que : ANBc ANC

v' Soit xe AnB montrons que xe ANC ?
xeANB =x¢B etxeA=>xg AnB=>xg AnC
=xg(Ccar: xed
C'est-a-dire : xe AnC
>)De méme on Montre que : ANCc ANB
Donc: AnB=ANC
Par suite : ANB=ANC=AnB=ANC
<) On suppose que : ANB=ANC
Montrons que : ANB=ANC
v Soit xe AnB montrons que xe ANC ?
xeANB xed et xeBoxed et xgB=>xgAnB=xg ANC
—xgCcar: xed
=>xeCet xe4d
=>xeANC

Donc:ANnBc ANnC
v" De méme on Montre que : ANCc ANB

Par suite : AnB=ANC=ANB=ANC
Conclusion : AnB=ANC < ANB=ANC
ANnCc BN C

2 O :
) =)On suppose que {A—CcB—C

Montrons que Ac B ?7?7?

Conseils méthodologiques :

Pour montrer que 4 < B, on montre que :

xeA=>xeB

Soit:xed =>xe€A—-C ouxe ANC

Car: 4=(4-C)u(4nC)
—>xeB-C ouxeBNC
—>xeB ouxehB
—>xeB

Donc: AcB
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. ANnCc BN C

Par suite : = AcCB
A-CcB-C
<)On suppose que : Ac B
AchBmC???
A-CcB-C
a) Montrons que : AnNCcBNC
Soit:xeANC = xe€Adet xeC
—>xeBet xeC

= xeBNnC
Donc: AnCcBNC
b) Montrons que : A-CcB-C

Soit:xeA—-C = xeAdet xegC
= xeBetxgC

= xeB-C
Donc: A-CcB-C

Montrons que :{

ANnCcBnC
A-CcB-C
AnNCcBnC
A-CcB-C
3)Montrons que : AUB=ANC<BcAcC
Démontrons par double implication.
Methode1 : Remarque : on a le résultat suivant :
Ac AuBet Bc AUB
Aussiona: AnBc Aet ANBcB
=) Onsuppose que : AUB=ANC
Ona: AUB=ANC=>AuUBcAet AuBcC
—=>BcAet AcC
=BcAcC
Donc: AUB=ANnC=BcAcC
<=)On supposeque: Bc AcC
Ona: BcAcC=BcAet AcC
=>AuB=AdAet ANC=A=>AUB=4ANC
Donc: AcBcC< AUB=BnC
Methode2 : Remarque :
Pour montrer que 4 < B, on montre que :
xed=>xeB
—>) On suppose que : AUB=ANC
Montrons que : Bc AcC ?
C’est a dire Montronsque: Bc 4 et AcC
v' Soit xe B montrons que xe 4 ?
xeB=>xecAUuB=xeANC
C’est-a-dire : x € A: Ceci signifie que : Bc 4 @)
v' Soit xe 4 montrons que xeC ?
xeA=>xeAUB=>xe ANC
C’est-a-dire : x € C: Ceci signifie que : AcC@
Ona:@et@=BcAcC
Donc: AUB=ANnC=BcAcC

En déduitdonc que : Ac B:{

Conclusion : Ac B {
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<)Onsupposeque: BcAc=C
Ona: BcAcC=BcAet AcC
Montrons que : AUB=A4ANC ?
C’est-a-dire : Montrons que :
AUBc ANC etANnCc AUB
Montrons que : AUBc ANC ?

v Soit xeAuB=>xcAouxeB =>xecAdouxcAd=>xecA

=>xeCouxeC=xeC

= xedet xeC=xeANC
Cest-a-dire : AUBcANCE@
Montrons que : ANCc AUB ?

v Soit xeAnC=>xeAdetxeC =xeAUB
C'est-a-dire: ANCc AUB@
Ona: @et@= AUB=ANC
4)Démontrons la double implication.
=) Evident.
Car:si A=B
Alors : AnNA=AUA=4
<) On suppose que : ANB=AUB
et on montre que : A=8

v' Soit xe A4 montrons que xeB ?
xeA=>xeAUB=>xc€ANB
C’est-a-dire : x € B: Ceci signifie que : AcB (1)

v' Soit xe B montrons que xe 4 ?
xeB=>xeAUB=>xeANB
C’est-a-dire : x € A: Ceci signifie que : Bc 4(2)
D’aprés (1) et (2)on en déduit que : 4=B
Conclusion: A=B< ANB=AUB
Exercice2 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un Ensemble £
1) Que pensez-vous de l'implication: AUB € C = (A £ C ou B £ C) ? Justifiez
(On pourra utiliser la contraposée).
2) On suppose que I'on a les inclusions suivantes: AUBcAUCetANBcANC.
Montrer que B c C.
Solution : 1) La contraposée de cette implication est :
(Ac CetBc C)= AU B c C Cette implication est vraie.
Donc: AUB ZC= (A% CouB £ C) est aussi vraie
2) Prenons x € B. Alors x € A U B, alors x € A U C d’apres I'hypothese.
Si x € C cest fini.
Sixe A\ Calors x € AN B (puisque I'on a pris x € B), d’aprés I'’hypothése x € A N C ce qui
entraine que x € C. On a bien montré que B c C.
Exercice3 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .
Vérifiant : E=AUB et AnCcB et BnCc 4
Monter que : Cc AnB
Solution :
Soit xeC montrons que xe ANB?
Si xgAcomme: E=AUB =>xeB=xeBnC

—=xe BNC = x e A on aboutit a une contradiction

Donc: xed (1) etcomme: xeC

Alors : xe ANC et puisque : AnCcB
Alors : x e B(2)
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D’aprés (1) et (2)on en déduit que : xe ANB
Conclusion :Cc AnB
Exerciced : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que : AUB=BNC
Solution : =) Analyse :
Si AUB=BnNC
On saitque : AcA4uB donc: AcBNCcB
On saitque : BcAuB donc: BcBNCcC
Donc: AcBcC

Donc : on a prouve l'inclusion : AuB:BmC:AchC(l)

<) Synthése :

Si AcBcC alors: AuB=B et BNC=B

C’est-a-dire : AUB=BnC

Donc : on a prouvé l'inclusion : Ac BcC=AuB=BNC(2)

D’aprés (1) et (2)on en déduit que :

AcBcCe AUB=BNC

Conclusion : une condition nécessaire et suffisante pour que : AUB=BnC estque: AcBcC
Exercice5 : Ecrire en extension les ensembles suivants :

2-2x+6 .

A:{er/x Z} ;B:{er/|2x—l|S§} et C:{(x;y)ezz/x2_4y2 :12}

x-1
2-2x+6
Solution : a) A:{xEZ/%eZ}
x_
il est aisé de voir que /
x2=2x+6 x?-2x+1+5 (X—1)2+5

(Ver):
x—1 x—1 x—1
2
2_ -1
(Ver):x 2x+6:(x )+ > :x—1+i
x—1 x—1 x—1 x—1
Déterminationde : 4 ?
Soit: xeZ
2_
xeA@weZ<:>x—1+ieZ<:>ieZc>x—ldivise5

2x-1 x—1 x—1
& x-le{-1;1;-55) < x €{0;2;6;,—4}
Donc : 4={0,2;6;—4}
b) B:{er/|2x—l|£%}

Soit :
5

xeBc>|2x—l|S§<:>—§S2x—1S—
27 2 2

<:>—§+1S2XS§+1@—ESZXSZQ—ESXSZ
2 2 2 2 4

Puisque : x €7 alors : E ={0;1}

3)x’ -4y’ =12 (x+2y)(x-2y)=12

x+2y et x—2y sont des diviseurs de 12

Les diviseurs de 12sont1;2:;3;4;,6;12et-1;-2;-3 ;-4 ;-6 ;-12 mais on remarque que :
(X+2y)+(x—2y):2x est pair et (x+2y)(x-2y)=12
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On dresse un tableau :

x—2y |2]2]6]-
6
x+2y |6]-6]|2]-
2
X 41 44]-
4
y TEIERE
1
C={(41):(~4-1)}
Exercice6: Soit l'application : / K > &
X x2

Déterminer : /™' (B) avec B=[-1;4]

Solution : f_l(B):{xeR/f(x)eB}:{xeR/—léf(x)£4}
:{xeR/—ISx2£4}={xeR/0£x2£4}
={xeR/-2<x<2}=[-2;2]

Donc /7' (B)=[-2:2]

Exercice7 : Dire (en justifiant) pour chacune des applications suivantes si elles sont injectives,
surjectives, bijectives :

R-o>R R* R*
1) £t , 2)g: "
XX X —x
. : R—->R
3) j; [61—10:2] 4) k: \
x > x2 X x+x
R—>R
Solution: 1) r: N f (=1)=f (1) donc f n’est pas injective.
X X

-1 n’a pas d’antécédent, car f(x) = 1< x? = -1 n’a pas de solution dans R.
Donc : f n’est pas surjective.
Une fonction est bijective si et seulement si elle est injective et surjective donc cette fonction n’est
pas bijective.
R* > R"
2)a) g: ,  Soient x, eR" et x,eR”
X =X

g(x)=g(x)=x =x

= X' =[x = x| =|x|=x =x,

Car x,20 >0et x, 20

Donc f est injective

b) Soit yeR”

g(x):y<:>x2:y<:>x=\/; (xeR*)

Pour tout y € R*, (celui de 'ensemble d’arrivée), il existe x=./y € R", (celui de I'ensemble de
départ) tel que : g(x)=y, donc f est surjective.

f est donc bijective
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) e [0;1] > [0;2]
X H)C
a) Soient x, €[0;1] et x, €[0;1]
h(x):h( ):>x —x

= 7 =37 = =|n]= x5 =,

Car x120 >0et XZZO

Donc hest injective
b) 2 n’a pas d’antécédent, car i x) = 2 & x? = 2 n’a pas de solution dans [0,1]. & n’est pas surjective
hN’est pas bijective

R—>R ;
4) k: L k(x)=x+x
X X+x

k est strictement croissante sur R(comme somme de deux applications strictement croissante sur
R)

La contraposée de : k(x,)=k(x,)= x, =x,est

X, %X, :>k(x1) ;tk(xz)

Supposons que X; # X,

Alors X, <X, (ou X, <X, ce que revient au méme)

On en déduit que k(x;)<k(x,)car & est strictement croissante, par conséquent k(x, ) # k(x,)),

k est donc injective.
Remarque : kest continue et strictement croissante sur R

Donc réalise une bijection de : R vers k(R):k(]—oo;+oo[) = } lim & (x); lim k(x)[ = J-o0; oo

X—>—0 X—>+0
k est donc bijective donc surjective et injective (il était inutile de montrer I'injectivité de t)

: . et R
Exercice8 : Soit / I'application :
x> x+1++/x

Montrer que : f est injective
Solution :

Montrons que : f est injective : Soient x, € |0;+w0[ et x, € |0;+00]
Montrons que : 1 (x,)=/(x,)=x=x, ?
Supposons que : f(x,) = f(x,)
Donc : \/ﬁ+\/x7:\/m+ X, :\/ﬁ—m+\/x_—\/x7=0
(\/x1+1 \/x2+1)(\/x1+1+\/x2+1) (\/_ \/g)(f \/Z)
Jx+ £ 5+

x +1-x,-1

1 1
a/xl 1+«/x2 \/_ JZ =0=(5-x) («/x1+1+«/x2+1+ﬁ+\/g B

1/xl lJm/x2 \/_ \/Z ,/xl 1+Jx2 \/_+\/Z
Donc : /x, + 1+\/_,=,/x2 I+yx, =>x-x,=0=x =x,

Par suite : / est injective
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fR>R

Exercice9 : Soit L'application f :
X 3x*—6x+5

1) Résoudre I'équation f(x)=0

2) f est-elle surjective ?
3) f est-elle injective ? justifier

4) Déterminer : f([l; +OO[) et £ ([2;1 l])

Solution :1) f(x)=0<3x2-6x+5=0
Az(—6)2—4x3><5=36—6O=—24<0

Donc: S=O

2) f(x) =0 n’a pas de solutions donc 0 € R n’a pas d’antécédents

Donc : f n'est est-pas surjective
3) Méthode : pour les fonctions : f( ) ax*+bx+c

5=ceR(Ensemble d’arrivé) : on Recoud I'équation [ (x)=
f(x):5<:>3x2—6x+5:5<:>x(3x—6):O<:>x:0 ou x=2

Donc: f(0)=5=1(2) mais 0=2
Donc : f n’est pas injective
4) Déterminer : f([1;+oo[) et f‘l([Z;ll])

a) f [+ ) =2

f(x)=3x*—6x+5 Déterminons la forme canonique de f ()
f(x)=3x2—6x+5=3(x*-2x)+5=3((x—1)=1)+5=3(x—1)>=3+5=3(x—1)>+2

Remarque : x2+ax:(x+g)2—(ﬁjz et x*— (x——) (ﬁj

2) \2 2
S ([ ) = { () x e[t 4]}
xe[ltof @x>21ex-120(x-1) 203(x-1) 20 3(x-1) +2>2 = f(x)>2
x e[l;+o0] & f(x) e[ 25400
S ([soe]) =[2541]
o /(211
S ([z1])={xeR/ f(x)e[211]}
xef([z11])oxeRer2< f(x)<llexeRer 2<3(x—1) +2< 11 xeR et 0<3(x—1)" <9
= 0<(x-1) <3
S0<x-1|<B3e0<x-1<Bou 0<—x+1<3 = 1<x<B+lou —1<-x<3-1
ol1<x<B+loul-B<x<I

xef’l([Z;ll])QlﬁxS\/?_>+l ou 1—\/?_>SxS1<:>xe [l;\/§+l]ou xe[l—\/g;l]
Donc: /™' ([5;10])=[1—\/§;1Ju[l;\/§+1}:[1—\/5;1+\/§}
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Exercice10 :1) Montrer que : Vxe[-10] ;1<2J/x+1-x<2
f:[-10]>[12]
xl—)2«/ﬁ—x
a) Vérifier que : Vx e[-1;0]  f(x)= 2-(@—1)2
b) Montrer que f : est une bijection et déterminer sa bijection réciproque f_1
Solution : 1) Montrons que : Vxe[—l;O] 1<2x+1-x<2
Soitx e[-1;0]
1<2Ux+1-x<2 < 1+x<2Jx+1<2+x
o (14x) <(2x+1) <(2+x)
< (1+x) —4(x+1)<0 et (2+x)" —4(x+1)>0
< (1+x)(1+x-4)<0 et ¥’ +4x+4-4x—-4>0
< (1+x)(x—3)<0 et x> =0

2)Soit I'application :

Comme : xe[—l;O] alors: —1<x<0
Donc: 0<x+1<l et 4<x-3<-3
Onadonc: (1+x)(x—3)<0 et x* >0 (vraie)

Par suite : Vxe[-10] ;1<2Vx+1-x<2.

f:[-10]>[12]

x> 20x+1-x

a) Vérifions que : ¥x[-1,0] ;  (x) =2~ (Vx+1-1)’
f(x)=2dx+1-x=1+2Jx+1-x-1

=142y r (Yot 1) :2—((@)2—2\&?“) =2 (Vari-1)
b) Montrons que f : est une bijection et déterminer sa bijection réciproque fﬁl.
Soit ye[1;2];

Résolvons dans : [-1;0]; Péquation : f(x) = y
f(x)=y@2\/ﬁ—x=y@2—(\/ﬁ—1)z=y
@2—y=(\/ﬁ—1)2@‘M—1‘:\/ﬂ Car 2— >0
<:>—(«/x+1—1):\/2—y Puisque x €[-1;0];et donc : V/x+1-1<0
ox+l=1- 2-y @(M)Z:(l—\/ﬁ)z

Car: 2<-y<-120<2-y<1=0<2-y<l=5-1<-2-y <0

=0<1-2-y<1

& (Vo) =(1-42-y) ex+1=(1-{2-)

@xz(l—\/ﬂ)z—l

2)Soit I'application :
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2
Comme : x=(1-\2-y ~1e[-10]
Ceci signifie que I'application f est bijective.
Sa réciproque est I'application ' définie par :

! :[1;2] —>[—1;O]
x> (1-v2—x) —1

h:R*—)F;ﬂo{
4

Exercice11 : Soit I'application :

1
Xk Xx+ X+Z

1)Ecrire I'application & comme La composée de deux applicationsfetg: rn=g- f

2)a) Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque
b) Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque

1
c) En déduire que h est une bijection de R*dans [Z;+OO[ et déterminer sa bijection réciproque

2
Solution : 1)h(x):x+ x+i:x_(\/;+%j

f:R+—>[l;+oo{ ) i
Donc: h=go f avec: 2 et g:[g;ﬂo{—{zﬁw{

X x+5 X x2

1
2)a) f est une bijection en effet : Soit y € {E;-FOO{
Résolvons I'équation : f(x) =y

— 1 2
f(x)=y<:>\/;+%=y<:>\/;=% Or yE{E;ﬂO[ donc 2y —-1>0 donc: x{?}

Donc x{y_ljz Puisque I'équation f(x) = y admet une unique solution
2
[ :[1;4_0{ —>R"
et 2
1 2
m(x__j
2

a6 1
2)b) g est une bijection de B;Jroo{vers B;w{en et: & ’{4’%0[_)[4’%{
x> x

Donc : f est une bijection de R*vers E;Jroo{

c) h est la composée de deux bijections f et g
Donc :h est une bijection de R*dans [i;+oo|:

2
Etvre i (5)=(go) ()=o) & ()| 53
h! :|:l;+oo|: —>R"

Donc : la bijection réciproque »™' de h est

(V1)
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Exercice12 :1) Soient ne N-{0;1} et m e N—{0;1}
1111

Montrer que : - —<--—<—.
n om 2
fZxN-{0;1} > Q
2) 'application définie par : 1
m) > n+—
m

a) Montrer que f est injective ? b) f est-elle surjective ?
Solution : 1) Soient ne N-{0;1} et m e N—{0;1}

Ona:n>2 et m>2Donc: 0<lsl eto isl
n 2 m 2
. 1 1 1 1
Donc: o<—-<= (1) et ——<—-—<0 (2)
n 2 2 m
En additionnant (1) et (2) : L rd
nom 2
2) a) Soit: (m;m) ; (n';m') € ZxN-{0;1}
Tel que : f(mm)=f(n"sm'):
Montrons que : (n;m)=(n";m') 2?2
f(n;m)zf(n’;m)c>n+l—n +i sn-n =i—l
m m m m
D’apres la premiére question cela montre que : _l<i_l<%
m m
. 1 ! 1 [}
Autrement dit : —Eén—n SE: avec n—n' €’
Donc: n—n'=0 c'est-a-dire : n=n'
1 1 1
Puis en reportant dans :n—n'=—-— Cela montre que —-—=0
m m m m
1 1 Lo ,
Donc : — =— c'est-a-dire : m=m
m m

Finalement : (n;m)=(n";m’)
Ce qui montre que f est injective.
b) Regardons si 1 € Q admet un antécédent,

On suppose qu'il existe, On I'appelle : (n;m) e ZxN-{0;1}

1 D 1
n+—=1 Cequi équivauta: —=1-n
m m

Mais g gZet 1-neZ, ce qui estimpossible. Par conséquent f n’est pas surjective
m

Exercice13 : Répondre aux questions qui suivent, en justifiant, le cas échéant, votre réponse par
un bref argument, un calcul ou un contre-exemple.

1) Si les applications u: N — Z et v: Z — N sont bijectives, alors I'application u o v o u: N — Z est
aussi bijective.

Vrai ou Faux, justifier.

/N 5N

2) L’application :
JLapp (asb;c) > 29 x3° x5

est une application :

i) bijective
(i) injective et pas surjective
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(iii) surjective et pas injective
(iv) ni surjective ni injective Justifier.
3) Soitn € N\ {0,1}. L’application ¢: Z — N qui a I'entier [ € Z associe le reste de la division
euclidienne de [ par n est une application.
i). Bijective
(ii) injective et pas surjective
(iii) surjective et pas injective
(iv) ni surjective ni injective Justifier.
5) Soient a, b, ¢, d € Z tels que ad — bc = 1.

12— 72
(u;v) = (au+bv+1;cu+dv—1)
Solution :1) u et v sont surjectives donc u(N) = Z et v(Z) = N par conséquent :
uovou(N)=u(v(u(N)))=uv(Z) =u(N) =7
Cela montre que u o v o u est surjective.
uovou(xt)=ucvou(x2)e u(u(x)))=uvulx)) e vux)) = vu(x))
Caruestinjectiveuocvou(xt)=uocvoeu(x2) e v(uxt))=vux2)) © ulxt) = u(x2)
Carvestinjectiveucvou(x1)=uocvou(x2)o ulxt)=ulx2) e x1=x2
Car u est injective Finalement u o v o u est injective et donc bijective (puisqu’elle est surjective).
2) a) 7 n'admet pas d’antécédent car : 2% x3" x5 = 7'
Donc f n’est pas surjective.
b) f(a, b, c)=f(a' b'c') e 2°x3" x5 =27 x3" x5
L’unicité de la décomposition des entiers en produit de facteur premier entraine que :
a=a',b=b'etc=c', autrement dit f est injective. Donc f est injective et pas surjective. (ii)
3)a) Soit: n € N \ {0,1}.
o:N—>7Z
[ — r(le reste de la division euclidienne de / par n)
Pour: n=2 parexemple Ona: 5=2x2+1 et 7=2x3+1; @(5)=1et (7)=1
Donc ¢ n’est pas injective.
Autre contre-exemple : ¢(n) =0 et ¢(2n) =0
b) soit: n € N \ {0,1}.
o(Z)={01,...,n-1}&N
On peut aussi dire que n n’admet pas d’antécédents
Donc ¢ n’est pas surjective
5)Pour tout (x, y) € Z on cherche s'il existe un unique couple (u, v) € Z tel que :

(au+bv+l;cu+dv—1)=(x;y)

Déterminer I'application réciproque de la bijection :

f(u;v):(x;y)<:>(au+bv+l;cu+dv—l)=(x;y)

{au+bv+l=x {au+bv=x—l a b‘
= = =ad—-bc=1
cu+dv—-1=y cu+dv=y+1 c d
x—1 b‘
Donc : le systéme admet une solution unique : u = y+i d =d(x_1)zb(y+1) =d(x-1)-b(y+1)eZ
a x-1
y= ¢ erl =a(y+1)1_c(x_l)=a(y+1)—c(x—1)eZ

Donc : il existe un unique couple (u;v)
Donc: f est une bijection

f(wv)=(xy) e (wy)=1"(xy)
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7 (x;y):(d(x—l)—b(y+1);a(y+1)—c(x—1))
5 /Y
onc :
(x;y)l—)(d(x—1)—b(y+1);a(y+1)—c(x—1))
Exercice 14 : Soient A4 ; B deux parties d'un ensemble £ Telque: AcB
Résoudre dans P(E) I'équation : 4uX =B
Solution : Soit S={X eP(E)/ AUX =B}
Soit X eS8
On va essayer de trouver une condition suffisante sur X dans P(E) telque: AUX=B est AcB

Soit X eS8 donc: AuX=B etcomme: XcAuX=B

Alors : XcB(1)
Montrons aussi ;: B-AcX??

Ona: AuX=B donc: (AuX)mZ:BmZ
Donc : (AmZ)u(ZmX):B—A
Donc: Bndcx (2)

MDet(@—BndcXcB
Donc: x e{Xx eP(E)/BnAc X B}

Alors : S —{X e P(E)/BnAc X < B}
Montrons aussi : {XeP(E)/BchXcB}cS ?2?

Soit X e P(E) tel que : BnAdc X B

Montrons que : AUX =8

Ona: BndcXxcB donc: Au(BmZ)cAuXcAuB
Or Ac B donc: (AuB)m(ZuA)cAuXcB

Donc: BNEcAuXcB

Donc: BcAuXcB

Donc: AuX=B

Alors : {x e P(E)/BnAc X CBjc S

Conclusion : S:{XeP(E)/BchXcB}

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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