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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction Série N°8 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E.

1) Montre a I'aide de contres exemples que les implications suivantes ne sont pas toujours vraies
a)AUBc AUC=BcC

b)ANBc AnC=BcC

2) Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble £ .

Monter que : =>BcC
ANBc ANC

3) Monter que : ANB=ANC< ANB=ANC
Solution : 1)a) 4A={1;2;3} et B={l} et C={3;5}
AUB={x/xed ouxeB}={1;2;3}
AuC={x/xed ouxeC}={1;2;3;5}

Ona: AuUBcAuUC mais Bz C

b) A={1;2;3} et B={3;4,5} et C={3;4;6}
ANB={x/xed etxe B}={3}

AmC:{x/xeA etxeC}:{3}

Ona: AnBc AnCmais Bz C
AuBc AuC
ANBc AnC

xeB=>xeAuB=>xcAuC=xcAou xeC
e SixeA alors xeAnB donc xeAnC car AnNBc AnC donc B C
e Si xg A etpuisque xeCou xe A estvraie alors B C

Conclusion : (VxeE)(xeB=>xeC)

Donc:BcC

3) Montrons que : ANB=ANC < ANB=ANC

=) On suppose que : AnB=ANC Montrons que : ANB=ANC

2)On suppose que : { Montrons que : (VxeE)(xe B=>xeC) ?

<)Montrons que : ANBc ANC

v Soit xe 4~ B montrons que xe ANC ?
xeANB =>x¢B etxed=>x¢g AnNB=>xg ANC

—>x¢gCcar: xed

C'est-a-dire : xe ANC
—)De méme on Montre que : ANC < AN B
Donc: AnB=ANC
Par suite : ANB=ANC= AnB=ANC
<) On suppose que : ANB=ANC
Montrons que : ANB=ANC

v' Soit xe AnB montrons que xe ANC ?

xeANB =>xed et xeB=>xed etx¢§:>x¢Am]_3:>x¢AmE
:>x¢5 car: xe 4
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=xeCet xed
=>xeANC
Donc:ANnBc ANC
v" De méme on Montre que : ANCc ANB

Par suite : AnB=ANC=ANB=ANC

Conclusion : AnB=ANC < ANB=ANC
Exercice2 : Soient 4 ; B et Cdes parties d'un ensemble E

AxB=AxC
Montrer que : =B=C
A+D

Solution : a) Montrons que : Bc C ?
Soit un élément y € B et puisque : 4=
Alors dxe 4

Et donc : El(x;y)eAxB
Donc: (x;y)e AxC
Donc: xed et yeC

Donc: yeB=yeC

Donc: BcC
a) Montrons que : C < B ? (La méme démarche)
Car C et B jouent des roles symétriques

) AxB=AxC
Conclusion : =B=C
A+

Exercice3 : Soient A ; B ; C et Ddes parties d’'un ensemble E
Monter que : 1) (AN B)\.C=4\(BUC)

2)(AN B)N(C\.D)=(4AnC)\ (BUD)
Solution :1) Remarque : A\_B = A B

AUB=4nB et 4nB=4uB (lois de Morgan)
(ANB)\C=(4nB)\C=(4nB)nC

(A\B)\CzAm(Z_i’mE)zAm(m)zA\(BUC)
2)(A\B)m(C\D)=(Am§)m(CmB)=(AmC)m(§mB) =(AmC)\(M)=(AmC)\(BuD)
fR—>R

X Nx2—2x+1

Déterminer la restriction de f sur l'intervalle ]—oo;l]
Solution : f(x)=+/x>—2x+1=/(x—1)>=|x—]|
Si xe]-oo;1] alors : f(x)=—(x-1)=—x+1

Exercice4 : Soit I'application :

g:]—oo;l]—)R

Donc : la restriction de f sur 'intervalle |-0;1] est 'application
x> —x+1

[ Z->R g:Z—>R

Exercice5 : Soit les 2 applications : . et .
nH(—l) anin(E+nﬂj

Est-ceque f=g ?
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Solution : Deux applications f et g ont le méme ensemble de départ Z et le méme ensemble

d’arrivée R etona: g(n)=sin(%+n7rj=cos(n7r)=(—1)n = f(n)
Donc: f=g¢g

R >R

X 3-x?

f est-elle surjective de R*vers R . ?

Solution : On remarque que : VxeR* Ona: f(x)<3

Exercice6 : Soit I'application :

Donc par exemple I'équation : f(x) =4n’admet pas de solution dans R* donc : f est non surjective
fRoR

Exercice7 : Soit L’application f :
X x*+2x+2

1) Résoudre I'équation f(x)=0

2) f est-elle surjective ?
3) f est-elle injective ? justifier

4) Déterminer : f([—l;+oo[) et 1 ([5;10])

Solution :1) f(x)=0&x2+2x+2=0

A=22—4x2=4-8=—4<0

Donc: =0

2) f(x)=0 nm'a pas de solutions donc 0 R n’a pas d’antécédents
Donc : f n’est est-pas surjective

3) Méthode : pour les fonctions : f(x)=ax>+bx+c

2 =c e R (Ensemble d’arrivé) : on Recoud I'équation f(x) =2
f(x):2<:>x2+2x+2:2<:>x2+2x=O<:>x(x+2)=0c>x=0 ou x=-2
Donc: f(0)=2=f(-2) mais 0% -2

Donc : f n’est pas injective

4) Déterminer : f([—1;+00[) et /' ([5;10])

a)f([—1;+oo[) =

f(x)=x2+2x+2 Déterminons la forme canonique de f (x)

fF(x)=(x2+2x)+2=(x+1) 1 +2=(x+1) +1

Remarque : x2+ax=(x+5j _(Ej et xz—ax:(x—z) —(Ej
S([Ftee]) =4/ () x e[ Lo}
xe[-hr @x>-1ox+120a (x+1) 20 (x+1) +121a f(x)>1
e[ l+oo[©f( ) [l;+oo[
( 1+oo[) 1+oo[
b) /" ([5:10])
[(B)={xeR/ f(x)e[510]}={xeR/5< f(x)<10}
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Donc: /' ([5:10]) =[1;2] u[4;-3]
[L+0o[ > R
Exercice8 : Soit f I'application :

x?+x+1
Montrer que : 1 est injective

Solution : Montrons que : f est injective : Soient x, € [l;+00[ et x, € [I;+0]
Montrons que : f(x,)=/(x,)=x =x, ?

Supposons que : f(x,)= f(x,)

Donc: —1 =0 x (%24, +1):X2(X12+X1 +1)
x2+x+1 0 x2+x,+1

= XX, 2+ XX, X = X,X2 XX X, = X X,2 - XX +x —x, =0

= xx, (%, —x)—(x,—x)=0

= (% —x)(x%,-1)=0 =x,—x, =0 ouxxx,-1=0 =x =x, ou x,xx,=1
Or: Xx 6]1;+00[ et x, E]l;+00[ =>x>let x,>1 =>xxx,>1 =xxx,#1

X X,

Donc : = =X =X,
x2+x+1 x2+x,+1
Par suite : f est injective
:R—{l} — R*
Exercice9 : Soit I'application g : 2
x s g (x) = =
2x—1

1)Montrer que g est une bijection. Déterminer son application réciproque
2) Déterminer g™’ ([—5;2])

: 9
Solution : 1 == "
)g(x) 2x—1
: ] 1
Soient x, eR—{—} et x, eR—{—}
2 2

9
2x,+1  2x,+1

g(x)=g(x)=

11
2x,+1  2x,+1

=2x, +1=2x, +1

= 2x, =2x, =X =X,
Ainsi on a montré que g est injective.
2)Soit y e R”

1
Résolvons dans R_{E} 'équation: f(x) =y

Soit: yeR’
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9
X)=y& ——=y9=y(2x-1
g(x)=ye——=ye9=y(2:-l)
c>9:y(2x—1)
& 2xy-y=9
S 2x=9+y & 2xy=9+y CommeyeR"
Y e e
< X =———Bien défini.
2y

On doit aussi montrer que : x = 92+y eR—{%}
y

C’est-a-dire : On doit montrer que : 9+_y¢l ??

2y 2

On raisonne par I'absurde, c-a-d on suppose que :

2y 2

|
9+_y:5<:>2(9+y):2y<:>18+2y:2y =18=0

2y
Ce qui est impossible.
On déduit alors : ¥y e R® Ixc R_{%}/g(x) —y
Ceci signifie que I'application g est surjective.

9+y 1

On a l'application g est injective et surjective, ceci signifie d’aprés un théoreme que 'application g

est bijective.

= _ 9+
=2 o2
rR-{1T 2
' {2} yeR’
9+x
Donc: VxeR" ; g7'(x)=
& () 2x
‘“R"—)R—{l}
g - )
xl—)gil(x):ng—x
2x
2) Déterminons : g ([-5;2])
9+x 9 1 1
Ona: g'(x)= =—Xx—+—
g () 2x 2Xx 2

¢ ([5:2)-{0)) =g ([-5:0[w]0:2])

=g ([-5:0[) g™ (J0:2])

—53x<0:>2><l+l£_—2
x 2 5

O<x£2:>££2><l+l
2 x 2

Ainsi: g ([-5:2]) = }—oo;—ﬂ UE;H{

Exercice10: Soient les applications :
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[t > 4o g Jlioo] = Jl+oe]
et it 2
-l “’[&—J
1) Déterminer : 1 ([2:4]) et g ({9})
2) Montrer que f est une bijection de ]1; +oo[ dans ]1; +OO[ et déterminer sa bijection réciproque
3)a) Vérifier que : Vx e ]l; +oo[ rg(x)= (f(x))2
3)b) En déduire que : g est une bijection de |1;+[ dans |I;+[ et déterminer sa bijection
réciproque
Solution : 1)xe[24 ©2<x<4 o 2-1<r-1<1o1<

x> 1+

! 1
< —
Jr-12-1

&3=<f(x)<3+242

Donc : f([2;4[)=}3;3+2\/5}

g'1 ({9}) :{xe]l;m[/g(x) € {9}} :{xe ]1;+oo[/g(x) :9}
g*l({9}):{x>1/\/}=2}={x>1/x=4}={4}

2)Montrons que f est injective ?
Soient x, € [l;+o0 et x, € Jl;+o0]

2 2
f(xl):f(xz):“\/Z—l:H\/g—l
3\/5—12\/5—13\/52 Xy = x =x,

Donc f est injective
Montrons que f est surjective ?

>
SOHyehﬁw[;y=f(ﬂ¢3y:1+J;_1

o=t afi=2 2ty

Jx-1 y-1 y-1 y-1  y-1
2 2
+1
y=f(x)<:>x: bAll etona: y—+1 -1= erl—1 y+1+1 = 4y >0
y-1 -1 -1 -1 :
Y y Y (y-1)

2
+1
Donc : Wy € [l;4o0] (_y J -1
y_

S y-l=

Donc: (‘v’ye]l;m[)(ﬂxe]l;%o[)/ x=(i—jj et y:f(x)

Donc : que f est surjective de [1;+o0] dans ]1;+0[
Détermination de sa bijection réciproque ?

D= et =)
yeli+o|  |ye]l+oo P

S oo > [ 400

Donc : 41V
m(_j

x—1
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3)a) Vérifier que : Vx e ]l;+oo[ : (f(x))2 =[1+ J_z—lj =g(x)

3)b)Ona: g=hos avec h(x)=x’ Vxe]l+o[:

Et puisque les applications f et h sont des bijections de [1;+o0[ dans [1;+o0[ alors g=1. 1 est une
2
bijection de [I;+o0] dans |l;+0[ etona: g (x)=(hof) (x)=f"oh™ (x) =1 (" (x))z[ﬁ”LiJ =g(x)
Pl

10; +o0[ x ]0; +o0[ — [4;+00]

(x;y)l—)(x+y)[l+lj

Xy

Exercice11 : Soit I'application 7:

1) Montrer que f est surjective
2) f est-elle injective ?
Solution : 1) 2) Soit : ze[4;+0[ ; 32(x;») € 0;+00] x |0; 40

Telque : f(xy)=2727

f(X;y)=Z<:>(x+y)[l+l):Z

Xy
ol izl o0
y X y X
1
On pose : oy <:>t+;=2—2 o' —(z-2)t+1=0
Y

A=(z—2)2—4:22—4z
Comme : 45<z alors : z—222:>(z—2)2 >4
Donc: A=(z-2)*-420
Alors I'équation admet une ou deux solutions :
“2)+(z-2)*-4 2)-f(z-2)-
t:(Z )+4(z-2) Dou t=(z 2)-\/(z-2)*-4
2 2
Donc : 3(x;y) € |0;+00] x]0;+0] tel que : f(x;y)=z

Donc : f est surjective
2) f est-elle injective ?

Si je trouve : (x;;x,)#(x;x;) et f(x;x,)=/(x;x)) on peut affirmer que f n'est pas injective.

Ona: f(%;zjz(%+2j(2+%j=f(z;%j mais (%;2);&(2;%}

Donc : f n'est pas injective

Exercice12 : Soient A4 ; B ; C des parties d'un ensemble F
1)a) Déterminer une condition suffisante de I'existence de X dans P(E) telque: AUX =B

b) Résoudre dans P(E) I'équation : 4UX =B

2) On suppose que CcAcB

AuX =B
AnX=C
Solution: 1)Siona: AuX=B alors: XcB et AcB

Résoudre dans P(E) le systéme : {
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Donc une condition suffisante de I'existence de X dans P(E) tel que : AuX=B est Ac B
b) résolution dans P(E) I'équation : 4UX =B
AUX=B=(A4-B)n(4uX)=(B-A4)NB
[ (B-4)n4]u[(B-4)nX]=B-4
©@U[(B-A)nX]|=B-4
& (B-A)nX=B-A<B-AcX=>B-AcXcB
Inversement :
VX eP(E) telque: B—-Cc X B est solution de I'équation : 4UX =B

Etona: (B-4)ud=B (B-A)NnA4=0
Donc: AUX =B& X =(B-4)UY YeP(E)
L’ensemble des solutions de I'équation est :
S={(B-4)uY;Y e P(E)|
2) CcAcB
AUX =B X=(B-4)uY/YeP(E)
{AmX:C<:> An[(B-4)uY]=C
X=(B-A) oY /Y eP(E) puisque AN(B-4)=@ et AnY=Ycar Y c 4
[An(B-A)]u[danY]=C
Alors : X =(B-4)uC
L’ensemble des solutions de I'équation est : S = {(B—A)UC}
Exercice13 : Soit £ un ensemble et P(E) L’ensemble de ses parties, et soient A4 ; B des parties
P(E)— P(E)xP(E)
X (XU4;XUB)
1)Montrer que 7 n’est pas surjective
2)Montrer que r est injective si et seulementsiANB =

de E. Soit l'application r:

Solution : 1) On cherche un élément de P(E)xP(E)n’admettant pas d’antécédent dans P(E)par
/. Considérons alors le couple (J;9).
f(X)=(8;0)e XUA=XUB=0;
Ceci est impossible, sauf si A =B = X = ; ce qui est exclu. Ainsi, f n’est pas surjective.
Remarque Tout couple du type (A’ ,B’ ), ou A’ est une partie de A, incluse strictement dans A et/ou
B’ est une partie de B, strictement incluse dans B, aurait fourni un contre-exemple.
2) On raisonne ici par double implication.
+ < : Soient X , X' € E telles que f (X') =f (X").
Alors XUA=X UAetXUB=X UB ().
Onendéduit: X=X uUg =X U(A N B) (par hypothése)
= (XUANXUB)
= (X’ U A)N(X’ U B) (d’apres(x))
=X UANB)=XUuUd ;=X
Dés lors, f est bien injective.
* = : D'une part, f (@) = (0U A; U B) = (A;B).
D’autre part, f (A N B) = ((A N B)u A;(A N B)u B) = (A;B).
f étant injective, on en déduit: AN B = @;.
On a donc bien : f injective © AN B =0 ;
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Exercice14: Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F. Soient A 'et B’
deux parties quelconques de F, non vides. Montrer que :
Nf "(A'UB)=f" (AU f-1(B)
2)f1(A'NB)=fT"(AYNf-1(B")
Solution :1) Pourtoutx e f " (A'UB"), f(x) EA'UB"'
Donc f(x) e A'ou f(x) EB ',
Par conséquentx € f ' (A" )oux€e f ' (B"),
Autrementdit: xe f ' (A")uf ' (B")
Onamontréque f "(A'UB')cf (A" )uf ' (B")
Pourtoutxe f'"(A")uf'(B'):xef"(A")ouxef ' (B"),
Par conséquent f(x) € A'ou f(x) E B ',
Autrement dit f(x) e A'UB',doncx € f'(A'UB').Onamontréque f '(A")Uuf ' (B"')cf!
(A'UB'")Finalementf " (A'UB')=f"(A")Uuf " (B")
2) Pourtoutxe f'(A'NB'), fx)eA'NB'
Donc f(x) e A'et f(x) € B
Par conséquentx e f ' (A')etxe f ' (B"),
Autrementditxe f 7 (A')NfF T (B")
On a montré que :
frA'NBYcf ' A'")YNf ' (B")Pourtoutxe f'(A'")NfF ' (B'),xef T (A")
etxe f 1 (B'), par conséquent f(x) € A" et f(x) € B', autrement dit f(x) EA'NB'
Donc:xef"(A'NB").
Onamontréque f " (A')N f 1(B ycf"(A'NB")
Finalementf " (A'NB')=f1A")Nf'B")

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliéerement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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