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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction Série N°7 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : On considére les deux ensembles suivants : 4 :{x eN/ 2x+;6 € N} et
x+

3
B:{er—{—l}/x _x+6ez}
x+1

X —-x+6 6
=X —-x+——
x+1 x+1

2) Déterminer: 4 ; B; AnB;A-B et AUB en extension
Solution : 1) 1) soit: xeZ—{-1}

1) Vérifier que : (vxezZ—{-1});

RS 6 _(xz—x)(x+1)+6_x3+x2—x2—x+6 X -x+6
x+1 x+1 x+1 x+1
2) a) Déterminationde : 4 ? A={xeN/2x+;6 eN}
X+
Soit xeN :
2x+16 _2x+4+12 _2x+4 12 12
x+2 x+2 xX+2 x+2 x+2
12 12
xeAs2+ eN < e N Car >0
x+2 x+2 x+2

xeAds x#=-"2et x+2 divise 12
& x+2e{l;23,4,612} < x {0;1;2;3;4;10}
Donc : 4={0;1;2;3;4;10}

6
b) Détermination de B en extension : On a : B:{XEZ—{—I}/xz—)H?EZ}
X

Soit : er—{—l} :

xeB@er—{—l} et xz—x+ieZ
x+1

<:>er—{—1} etieZ
x+1
< x+1 divise 6

o x+le{-6,-3;-2-11,2;3;6} < x e{-7;—4;,-3;-2;0,1;2;5}
Donc: B ={-7;—4;-3;-2;0;1;2;5}

Déterminationde : ANB;A-B et AUB?

Ona: A={0;1;2;34,10} et B={-7;—4;,-3;-2;0;1;2;5}

Donc : AnB={0;1;2}

A-B={3,410}

AUB={0;1;2;3;4,10;,-7,-3;-2;5}
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1 1
ExerciceZ:Soientlesensembles:H:{yeR/y: xeRy; G=qyeR/y=————=—:x€eR
Vxz+1 } { 1++/x2+1

1) Montrer que : H =]0;1]
a) Considérer un élément y, < £ et montrer que : v, € |0;1]

b) Considérer un élément ), €]0,1] et montrer que : y, € / .

2)Monter que G H

3) Est-ceque G=H?

Solution : 1)a) soit un élément ), € H montrons que v, €]0,1]?
1

VoeH=3IxeR/y)=——
x,2+1

Ona %>20= x°+121= [x2+121=

1s1:> ¥,€10,1] Donc : H < ]0;1] (1)

2
X, t

b) Considérer un élément ), €]0,1] et montrons que y, € H ?

1
Jx2+1
1 1 1

Syl = S x2=—-1
x,2+1 x> +1 Yo’

yoe]O;l] I?7x,eR/y, =

Yo =

1
Or: ¥, 6]0;1] donc 0 < y, <1 donc: ——120
Yo

Donc : il suffit de prendre : x, = /L_1 Donc: y, € H
Yo?

Donc: |0;1]c H (2)

De : (1) et (2) en déduit que : H = ]0;1]

2) Montrons que G c H ?

Montrons que : G < ]0;1] ?

Soit un élément y, € G montrons que ), €]0,1] ?
1

1+ x,>+1

Ona X*20= x2+121= [x2+1 212 Jx,2+1+122=0<

VoeG=3x,eR/y, =

7AN

1 1
——<-<1
L+yx, 241 2
Donc :,, €]0,1]Donc: G c H
3)supposons : G = H
OnaleH=1eG

1

1+ x> +1
= 3x, € R/x,>=-1 Absurde donc: H#G

Exercice3 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .
B-4A=C-4

Monter que : =>B=C
ANB=ANC

Solution : On suppose que : B—4=C—-4 etANB=ANC

=3I, eR/1= = 3x, eR/1+x,2+1=1=3x, e R/ Jx,2+1=0
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<) Montrons que B C ?

Soit xeB
SixedA=>xeB et xeA=>xe ANnB

—>xeAnC car: AnB=4AnC
C'est-a-dire: xeC
SixgA=>xeB-A=>xeC—-A4 Clest-a-dire: xeC
Dans tous les cas, on conclutque : Bc C
D) Montrons que Cc B ?

La méme démarche car B et C jouent des roles symétriques.

Onadonc: BcCetCcB

Conclusion: B=C

Exercice4 : Soit E un ensemble et F et G deux parties de E. Démontrerque : 1) FC G FUG=G
2) FcGoFNCE=0

Solution : Il s’agit de résultats du cours, on peut les utiliser sans démonstration mais c’est I'objet de
cet exercice.

1) Supposons que Fc G.Six€EFU G

Alors x e Fc Gou x € G alors x € G.

DoncFUGc G.SixeGalorsx€eF UG,

Par conséquent F U G = G.

Onamontréeque FCG=FUG=G

Supposons que F U G = G.

SoitxeF,x€e FUG=GdoncxE€QG.

Onamontréque FUG=G = F cG.

Finalement Fc G & FU G =G.

2) Supposons que F c G.

SixeEFNCEG,xeFetx¢GDOF

Donc x € F et x € F ce qui est impossible par conséquent F N CEG = @.
Onamontréque Fc G=>FNCEG=0

Supposons que F N CEG = @.

Soit x € F, supposons que x € G © x € CEG

Ce qui signifie que x € F N CEG = @, c’est impossible donc I'hypothése x ¢ G est fausse,
Par conséquent x e Get F c G.

Onamontré que FNCEG=0 = F C G.

Finalement Fc G FNCEG=0

Exercice5 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .

AnCc BnC
Monter que : = AcB
A-C=B-C

Solution : On suppose que : AnNCcBNC etA-C=B-C
Montrons que Ac B ?

Soit xe 4

SixeC=>xeANC=>xeBNC Clest-a-dire: xeB

Si xgC=>xeA-C=xeB-C Clest-a-dire: xeB

Dans tous les cas, on conclut que : A B

Exercice6 : On rappelle que 'on note : AAB=(A\ B)U (B \ A)
1) Montrer que :

a) (AmB)m(m):AmBmE

b) (AmC)m(AmB)zAmCmE
2) En déduire que (AN B)A (AN C)=AN (BAC)
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Solution :1) a) (AmB)m(m):(AmB)m(ZuE):(AmBmZ)u(AmBmE)
~((4n4)nB)u(4nBAC) OF: ANA=D
=(®mB)u(AmBmZ’)=®u(AmBmE’) car INB=Y
=AnBNC car @u(AmBmC_T):AmBmE

Donc : (4nB)n(4nC)=4nBNC

b) (AmC)m(ﬁ)=(AmC)m(ZuE)=(AmCmZ)u(AmCm§)

~((4n4)nC)u(4ncnB) OF: And=0

=(®mC)u(AmCmE)=®u(AmCm§) car nC=J

=AnCnB car @u(AmCmE):AmCHE

Donc: (4nC)n(4nB)=AnCAB

2) (4NB)A(ANC)=((4nB)\(4NC))u((4nC)\ (4nB))

:(AmB)m(m)u(AmC)m(m)

:(AmBmE)u(AmCmE)=Am((BmE)u(le_3))

= An((B-C)u(C-B)) = 4n(BAC)

Exercice? : L'ensemble 4> contient 9 éléments dont deux éléments sont (x; ) et(x;z)quels

sont les autres éléments de A> ?
2) Existe-t-il une ensemble A tel que card (A*)=77?
2

Solution :1) on sait que :card (4°) = card (Ax A) = card (A)x card (4) = (card (4))
L’ensemble A contient 9 éléments donc : (card(4)) =9

Donc: card(A):«@:3

(x;y)ed’ o> xcdet yea

(y;Z)€A2c>zeA et yed

Donc : 4={x;y;z}

Donc : A ={(x);(7:0);(x:2)3(5%):(332):(22); 5 (6 x)5 (132):(22)}

2) (card(A))2 =7 & card(4)=+7¢N

Donc : il n’existe pas un ensemble A4 tel que card(Az) =7

Exercice8 : Soient E et F deux ensembles. A1 , A2c EetBcF.

1)Monter que :

a) (A1UA2xB)=(A1xB)U (A2 x B)

b) (A1N A2) x B = (A1 x B) N (A2 x B)

c) Donner les mémes résultats pour A x (B1 N B2) et: A x (B1 U B2).

Solution : Etablissons ce résultat seulement pour 'union (la démonstration est identique pour
I'intersection) :

(x,y)eE(AMUA2)xBeo xeA1UA2etyeB

o (xeAretyeB)ou(xeAzetyeB)e (x,y)eA1xBou(x,y) e A2x B

S (X, ¥) € (A1 xB) U (A2 x B)
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Exercice9 : Soient 'ensemble :
L:{(x;y)eR2/x2+y2£1} et G=[-11]
1) Monter qu’il n’existe pas deux parties AetB de R telsque: L=A4AxB

2) Monterque : LcG* et L =G>
Solution : On suppose : qu’il existe deux parties 4etB de R telsque: L=A4AxB

Ona: (L0)eL et (0;1)eL
Donc:ledetleB car L=AxB
Donc : (L1)e AxB cad (L1)eL

Donc contradiction car : 12+1%2>1
Conclusion il n’existe pas deux parties 4etB de R telsque: L=4xB
2)Montronsque : LcG* et L=G?

Soit un élément (x;y) € Lmontrons que(x;y) € G*?
(y)eL= x+y2<1

Comme: x2<x2+y2<l et y2<x2+y2<1

Alors : x2<l et y2<1= /x> <1 et \/?S\/I
Shf<Vl etV -1<x<let-1<y<1

= xe[-L1] et ye[-L1]=(x;y)eC

Par suite : L < G?

Comme : 1eG Donc: (L1)e G

Mais : (L1)eL car: 12+12>1

Alors : L #G”

Exercice10 : Soit » e N* ; On pose : Vke{0;1;2;....;n—1} =F ;I =E%{
1) Montrer que : Vk e E 1, <[0;]]

2) Montrer que : V(k;k') e E* ; k#k' = [, N[, =0
Solution : 1) Montrons : Vke E I, [0;]]

Soit: ke E et Xx€l, Montrons que : x&[0;1[ 7?7

k k+1[

Ona: xel donc: xe|—;—
n n

k k+1
Donc: —<X<— or: 0<k<n-1

n n
1 k+1
Donc: 1<k+1<n=>—<——-=<I
n

n
k k+1
Donc: 0<=<x<=—<l=0<x<1=xe[0;]
n n

Donc: VkeE I, c[0]]

2) Montrons que : V(k;k') e E°

kzk' => I,nl, =0

Supposons que : k#k' et I, NI, #Q
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k2k' et [, NI, 20=3xel, NI, avec:k#k'

Donc: x€l, et xel,, avec:k #k'

Supposons que par exemple que : k<k'
k+1 k'
= <=

k<k'=>k+1<k' ©
n n
k k+1
xel, = —<x<— ()
n n
k' k'+1
xel,=>—<x<——(2)
n n
Det@et © 353x<ﬂgﬁgx:x-<x
n noon
Absurde : Donc: V(k;k')eE® ; k#2k' = I,nl, =0
fR>R

E ice11 : Soit I'application :
xercice oit 'application x> 2x x| +3

Déterminer la restriction de f sur l'intervalle ]—oo;O]

Solution : f/(x)=2x—|x+3

Si xe|-0;0] alors : f(x)=2x+x+3=3x+3

g:]-0;0] > R

Donc : la restriction de f sur l'intervalle |-o;0] est I'application
x—3x+3

Exercice12 : Soit les applications :

f:R">R  g:R->R

X x X 2|x| —-Xx

Est-ce que g est un prolongement de f ?

Solution : g(x)=2Jx|-x=x Si xeR" et R* =R

Donc : g est un prolongement de f sur R
:R—>R

Exercice13: Soit I'application f : 2y
X =

x2+1
Montrer que : ' ([-L1])=R
Solution :

xef([-L1]) < f(x)e[-11]

@‘f(x)‘ﬂ@ a2 |Sl<:> 24 <le2x<x?+]
x2+1| x?+1

<::>O£|x|2—2|x|+1<:>Os(|x|—1)2 sxelR
Donc: /' ([-L1])=R
‘R—>R
1 si: x=<0

XHf(x):{l+x si: x=0

1) Déterminer les ensembles suivants : f(R) ; /7 ({0}) ; /" ({1}); /' ({-1}); / (]1;2])

2) a) f estinjective ? b) f est-elle surjective ?

Exercice14 : Soit I'application f :
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Solution: 1)a)Ona:

f(R)={f(x)eR/xeR}

Comme : R=R" UR" alors:

f(R)=f(R UR")=f(R")u f(R")

Ona: f(Ri):{l} et f(R+):{x+1/xe]R+}:[l;+oo[

Ce qui donne : f(R) ={1} U[L;+o0 = [1;+00]

b) f‘l({O}):{xeR/f(x)e{O}}:{xeR/f(x):O}

Il suffit alors de résoudre I'équation : f(x)=0

Sur: R” Péquation : f(x)=0 n’admet pas de solution.
Sur: R" f(x):0<:>x-|—1:0c>x:—1$IR+

D’ou : Péquation : f(x)=0 n’admet pas de solution sur R
Donc : f’l({O}):Q

c) f_l({l}):{xe]R/f(x)e{1}}:{xeR/f(x) 1}
Il suffit alors de résoudre 'équation : f(x)=1
VxeR® f(x)=1

Sur: R* f(x)=lox+l=1ex=0eR"

On obtient alors : f~ ({1})={O}uRf =R

d) /7 ({-1})={xeR/ f(x)e{-1}} ={xeR/ f(x)=-1}

Il suffit alors de résoudre I'équation : f(x) =-1

Sur: R Péquation : f(x)=-1 n‘admet pas de solution.
Sur: R* f()c)=—1<:>x+1:—l(:)xz—Zﬁ?:‘]R+

D’ou : Péquation : f(x)=-1 n’admet pas de solution sur R
Donc: [~ ({—1}):@

e) /7 ([2])={xeR/ f(x)e];2]}

S (2])={xeR/1<x+1<2}

Il est clair qu’il n’existe pas de réels négatifs ayant une image positive.
VxeR" : 1<x+1<2<0=<x<1
Ainsi: [~ (]1;2]):]0;1]
2) a) - f n’est pas injective car :
f(2)=f(-1)=1et 2#-1
b) f n’est pas surjective car par exemple 0 et -1 n’ont pas d’antécédents. En général, tous les
éléments de l'intervalle |-oo;1[ n’ont pas d’antécédents par 'application f.
25400 > R

Exercice15 : Soit f I'application : Jx
X =

x+2
1)Montrer que : f est injective
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R" >R

2)I'application g: Jx estelle injective ? justifier
x

x+2
Solution : Montrons que : f est injective : Soient x, € |2;+o0 et x, € ]2;+o0[
Montrons que : f(x,)=/(x,)=x =x, ?
Supposons que : f(x,)= f(x,)

Donc : \/_ \/_ x2+2)\/z=(xl+2) X, :xz\/;+2\/;=x, X, +240%,

x+2 X, +2
= T i + 24 =2 =0 i (V)2 ) =0 = () (i ~2) =0
3\/5—\/z=0 ou \/ﬁ—z:o :\/Z:\/Z ou\/)E:2 =X, =X, ou x,x,=4

Or: x, € |2;+0| et x, €240 donc: x,x,>4 = x,x, =4

%
x+2 x,+2
Par suite : f est injective

Donc : =X, =X

R* >R
2) Montrons que : g Jx n'est pas injective
X
x+2
11 a2 1
Onprend: x,=let x,=4 1 iz—et 4)= N7 £ __
P ! 2 s)=r =38 8@=7755"3

Onadonc: 1#4 mais: g(1)=g(4)

Ceci signifie que 'application g n’est pas injective
f:R" >R

Exercice16 : Soit I'application : Y Jx -1

\/;+3

1) Montrer que f n’est pas surjective

2) Montrer que f(R*) = {—%;1{

1
3) Montrer que f est une bijection de R*dans {—5;1{ et déterminer sa bijection réciproque

Jx -1
\/;+3

Soit y e R : Résolvons I'équation : f(x) =y
Jx-1
=y =yox-1l= +3
S(0)=y e =rei-=y(Jx+)
e x—plx=3y+1eJx(1-y)=3y+1
Pour: y=1 ona: 0=+1 absurde

Puisque I'’équation f(x) = 1 n’admet pas de solution
Donc : f n'est pas surjective

Solution : 1) f(x)=
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Cx-1 x+3-3-1 Jx+3 4

\/;+3_ \/;+3 \/;+3_\/;+3
4

m P VxeR”
X

Soit xeR' =x20=/x>0=>Vx+3>3

2) Soit xe R* ; f(x)

Donc : f(x)=1-

1 4 -4 4 -
=0< <—-=>--X <0=>-——+I<Z +1<1
x+3 3 3 \/;4-3 x+3
1 4 |
= -——<I1- 1= --<f(x)<1
3 x+3 3

1
Inversement : Soit y e {—5;1{

Résolvons I'équation : f(x) =y
e e as)

3p+1
@\/;—y\/;=3y+lc>\/;(l—y)=3y+l<:>\/—:ly

1
et Puisque y e {—E;l[

Alors : —%Sy-<l:>—l£3y-<3:>0£3y+l et 1-y>0

3y+1
Donc : Y7250
1=y
2
Par suite : \/;:M@x:(%/ﬂj >0
-y -y

Donc: il existe un xe R*"tel que : f(x) =y

Donc: ye{—%;l{:yef(l@)
Donc: [—%;l{cf(R*)par suite : f(R*):{—%;l[

1
3) Soit y E[—g;l{ : Résolvons I'équation : f(x) =y

2
3y+l1
La méme démarche donne : f(x)=y<:>x=£1y_—yj 20
Donc : Vye[—%;l{;ﬂ!xeﬂ%+ [f(x)=y

1
Conclusion : f est une bijection de R*dans {—5;1{
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-1 1 +
H—=:1 > R
4 [ 3 [

[3x+1j2
H
1—x

Exercice17: Soit les applications suivantes :

f(x):y@xzfl(y):(%j

. R—)R N2_>N h .R2_>R2
.xl—>sin(x) g .(n;p)Hn+p .(x;y)|—>(x+3y ;x—y)
1) a) f est-elle injective ? b) f est-elle surjective ?

2) Montrer que g est surjective
3) Déterminer : g (IN?)
4) Déterminer : g~' ({2})
5) g est-elle injective ?
6) Montrer que % est bijective
7) Déterminer : 4!
8) Déterminer : (1R*) et 7' (R?)
Solution : 1) a)On a: f(0)=sin0=0 et f(z)=sinz=0
Donc::30eR ; I7zeR : f(O):f(ﬂ) Mais 0= 7
Donc : f n'est pas injective
b) Si je trouve : ye R quin’a pas d’'antécédent dans R on peut affirmer que f n’est pas surjective.
Sije prends : y =2 Il nexiste pas :xe R tel que : sinx=2
C’est-a-dire : 2 n'a pas d’antécédents
Donc : f n’est pas surjective.
2
2)g :N - N Montrons que g est surjective.
(mp)>n+p
g est surjective si et seulement si tout élément de N admet au moins un antécédent dans NxN
C'est-a-dire : v p eN ; 3(n;m) eNxN
Tel que : g(mm)=p cest-a-dire: n+m=p
Soit: peN
Si: p=0alors: 0+0=0=p
Donc : 3(0;0) eNxN telque: 0+0= p
Si: p=0Oalors: p=1Alors: (p—1)+1=p
Y— m

n

Il suffitde prendre : n=p—1car: m=1

Donc: 3(n=p-Lm=1)eNxN tel que : n+m=p
C'est-a-dire : v p eN ; 3(mm)eNxN ; tel que : g(mm)=p
Donc : g est surjective.

3) Déterminons : g(Nz)

Puisque : g est surjective alors : g(N2) =N

4) Déterminons : g ' ({2})

(n;m)eg’l({Z})<:>(n;m) e NxN et g(n;m)=2

@(n;m)eNxN etn+tm=2
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< (mm) €{(0:2):(20);(11) §
Done: g7 ({2}) ={(0:2):(2:0):(1:1) }
5) g :Nz — N
(n;p)Hn+p
Ona: g(0;2)=g(1;1)=2 et (0;2) #(L1)
Donc : g n’est pas injective.
- R* > R?
(x;y)H(x+3y ;x—y)
Soit: (z;¢) eR*; IN(x;y)eR’tel que : h(x;y)=(z1) 2?
h(x;y)=(zt)e (x+3y s x—y)=(z:1)

{x+3y =z {4)} =z—t y = 4 X 4 €
= =
xX—y=t

6) A Montrons que # est bijective :

=
x—y =t z—t z—1
X :y+t:T+t y = 3 e R

V(z;t) eR*; EI!(x;y)eR2 Tel que : h(x;y):(z;t)
Donc : # bijective

7) Déterminons A 'la bijection réciproque de
f est injective et surjective donc bijective

h(x;y)=(z;f)©(x;y)=hI(Z;t):(zm;z__tj

4 7 4

R?* > R?

i x+3y x—y
(x:y)— (—4 = j

8) Déterminons : #(IR>)et 7' (R?)

Donc: A~ ' :

Puisque : zet 2~ sont surjectives alors : h(R*)=R> et ' (R?) =R

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que 'on devient un mathématicien

k.
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