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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction Série N°5 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : On considére les ensembles suivants : H = {(n,m) eZ?/nm+2-3n= 7}
L:{(n;m)eZ*xZ*/l+l:l}
n m 5

Ecrire les ensembles H etL en extension
Solution :1) Soit : (n;m) € Z?

(mm)e H < nm+2-3n=1 @”(m—3):5<:>{n:5 Ou{nz—S | Ou{n:l 5 ou{n:_l

m—-3=1 m-3=
{nzS {nz—S {nzl {nz—l
= ou ou ou
m=4 m=2 m=38 m=-2
Donc : H:{(4;5);(2;—5);(8;1);(—2;—1)}
1) Soit : (n;m)eZ*xZ*
1 1 n+m 1
famy

(n;m)€L©l+—=— =—- < 5n+5m=nm <:>5n+5m—nm=0<:>m(5—n)+5n:0
n m 5 nm 5

<:>—m(n—5)+5(n—5)+25=0 <:>m(n—5)—5(n—5)=25
& (n=5)(m=5)=25 @{n—S:S Ou{n—Szl Ou{n—S:—l Ou{n—sz—zs ou{n_SZZS Ou{n-sz-s
m-5=5 m-5=25 m-5=-25 m-5=-1 m-5=1 m-5=-5

n=10 n==6 n=4 n=-20 n=30 n=0 .
<:>{ u{ u{ ou{ ou{ ou{ O(n;m)eEZ ¥/

m=10O m:300 m=-20 m=4 m=6 m=
Donc : L ={(10;10);(6:30);(30;6)3(4:—20):(4—20)}
Exercice2: Soit Ez{meR/VxeR; (m+1)x2+(m+3)x+m+l>0}

Déterminer 'ensemble E
Solution : Soit meR
Ona: m+1>=0
2

meE < A<0 &S m+1>0 et(m+3) 4(m+1)2-<0

< m+1=0 et 3m*-2m+5<0

A =36 ;mlz—g et m, =1
) -5
3m” -2m+5<0 &S me —oo;? u]l;+oo[

mek< m=-1etm E}—oo;_?s{u]l;+oo[

mekE < m>=-1 etme]l;+oo[

Donc : E = l;+o0

Exercice3 : Soient les ensembles : 4={1;2} et B={2;3;4}

1)Déterminer en extension: AUB ; ANB ; A-B ; B—A; AAB
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2)Déterminer en extension : les produits cartésiens suivants :

AxB ;Bx Aet A’ et déterminer : card (Ax B)

3)Déterminer 'ensemble des parties de A4’ et se note P(A4°).
Solution :1) AUB={1;2;3;4} ; AnB={2} : A-B={1} ; B-4={3;4}
AAB=(A-B)U(A4-B)={1;3;4}

2) AxB={(1;2);(1;3):(L4):(2:2);(23):(2:4)}

2
BxA={(21).(22);(3:1):(3:2):(41);(4:2):} Remarque : AxB=BxA

A = AxA={(51);(1,2);(21);(22)}

card (Ax B)=6=card (A)xcard (B) et card (A4?)=card (A)xcard (4)=4

3)Ona:d’ =AxA={(11);(L2);(21);(2:2)}

P(A) =@ (B2 2 (220 (L)) D) (1) (2:2){(52):(2:0) {(52)s(2:2) 1 {(21):(2:2):
(ED:(L2)s(2 D)) {(51:(52):(22)) 5{(52):(21):(2:2)) {(BD):(21)3(2:2)]: 47

card (P(4))=2""" =2" =16

Exerciced : Soient 4 ; B et C des parties d’'un ensemble non vide £
Monter les assertions suivantes :
1YAcB& A=ANB

2)Ach(AmE)u(BmC)

Solution : 1) Montrons que : Ac B<>A=ANB

Cette proposition est une équivalence.

On raisonne donc par double implication.

» = : cette implication est immédiate (faites un dessin !).

» & : Soit x € A. Puisque A = AN B,

Donc:x e ANB.

Ainsi x € A et x € B.

En particulier, x € B.

On a donc montré que, pour tout élément x de A, x € B : ainsi, A c B.
Par double implication, on a bien I'équivalence demandée. 2) |l faut montrer ici une inclusion entre
ensembles.

Le point de départ est habituel :Soit x € ANB donc: x € Aet x € B.
On a alors une disjonction de cas :

*lercas:xeC.

OnaxeBetxeC,doncxeBNC.

Ainsi, x € (ANC )u(B NC).
«2émecas:x ¢ C . Alors x € C . Puisque x est aussi élémentde A, x e ANC . Ainsi, xe (ANC
JU(B NC ). Finalement, dans tous les cas :

sixe ANBalors:xe (ANC )u(BNC).
On a donc bien l'inclusion demandée.
Exercice5 : £ est un ensemble.

1) Montrer que quelles que soient les parties : A et X de £ : (4nX)u(4nX)=X

2) En déduire dans E les solutions de I'équation : 4 — X = X — 4
Solution : 1)(4nX)u(4nX)=(4ud)nX=EnX =X

2) A—X=X-AcANX=XNA
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:>(Amf)u(AmX)=(XmZ)u(AmX) =A=X

Inversement si X = A4 alors : X solutionde l'équation: A— X =X —-Acar:A—A=A4A— A
Exercice6 : Justifier les énoncés suivants.

a) Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Si A est inclus dans B, alors le
complémentaire de B dans E est inclus dans le complémentaire de A dans E.

b) Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Si A et B sont disjoints, alors tout

élément de E est soit dans C; soit dans C .

c) Soient E un ensemble, A un sous-ensemble de E. Déterminer les ensembles suivants :
A

c
Cr”anCliauClCFs C
Solution :

a) Montrons que : A— B= C;} < C;}

a) Soitx € C; — Balors x & B, comme A C B

Alors x € A, autrement dit x € C,j-’ =Ace qui montre que si x € Balors xe 4

Donc: AcB= C; = C}

b)Six€ Aalorsx ¢ B(car ANB=@)doncxe B

SierAanrser

Alors tout élément de E est soit dans C; soit dans C; .
c)

oxeC’ECg SxeCloxed

Donc: CS = 4

exeANC) <xedetxeCl<xecdet xg A
xeANCl < xed

Donc: ANC;) =&

excAUC} ©xedouxeCl <xek
xeAUC) < xek

Donc: AUCH =E

exeCl oxeEetxg@<xek
xeC; < xek

Donc: Cf =E

exeC, oxecEet xgExed
xeCi o xed

Donc: Cf =

Exercice7 : Soient 4 ; B ; C des ensembles
Monter que : AcBc(C< AUB=BNC
Solution : On suppose que : AcBcC

Ona: AcBcC=AcBet BcC

=>AuUB=B et BnC=B=A4AUB=BNnC
On suppose que : AUB=BNC
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Ona: AUB=BNnC=>AuBcBet AUBcC
—>AcBetBcC=AcBcC
Donc: AcBcC< AUB=BNC
Exercice8 : Soient 4 ; B des ensembles
Monter que : A-B=A<B-A=B
Solution : On suppose que : A-B=A4
Montrons que : B—A=B
Donc : Montronsque : B—Ac B et BcB—4
C’est-a-dire : montronsque : B—Ac B ?
Soit: xeB—Adonc: xeB et x¢ 4
Donc: xe B
Dou: B—4AcB
Montronsque : Bc B—4 ?
Soit: xe B
Supp: x€ A4 alors: xe A-B
Mais: A—B=A4 donc: x & A absurde
Donc: xeB et xg A
Donc: xeB—4
Dou: BcB-4
Par suite : A-B=A=B-A=B
Inversement : de la méme fagon on montre que : B—A=B—= A-B=A car A et B jouent des rbles
symeétriques.
Exercice9 : Soit E un ensemble et soit P(E) 'ensemble des parties de E. A et B et C dans P(E), on
appelle différence symétrique de A par B 'ensemble, noté AAB défini par :

AAB= =(4UB)\ (4N B)

E

1) Montrer que :AAB=(AN B)U (BN 4)=(A\ B)U (B \ A).

2) Calculer AAA, AN et AAE.

3) Montrer que pour tous A4, B et C dans P(E),on a:

a) (AmE)u(BmZ)=(ZmE)u(BmA)

b) (AAB)AC=(AN BN C)UBN AN C)u(CN 4 N B)U(CNBNA)
c) Montrer que AA(BAC) = (CAB)AA

d) A l'aide du b), montrer que (A4B)AC = (CAB)AA,

e) En déduire que : (AAB) AC = AA(BAC)

4) Montrerque : AAB=ANB=A4A=B=Q

Solution :1)(AUB)\(ANB)=(AUB)N(A4~B)=(AUB)N (4
=(ANA)UAN B)UBN A)UBNB)=U(AN B)U (BN
=(A\B)U (B\ 4)

2)ANMA=(AUA\ (ANA)=A\A=0
AMP=(AUB)\(ANP)=A\O=A et ADE=(AUE)\(ANE)=E\A= 4
3)a) (4nB)u(BnA4)=4nB nBr4=(4 UB)N (B UA)

YU(ANA)YU(BN B)U(BN A
YUBUBU(BNA)=(A N B)U(BNA

U B)
A)UP=(ANB)UBN A)
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B)U (BN 4))AC
ANNcc)u(C N(4nB)u(BN4)
A

b) (AAB) AC = ((A N
=((AN B)u BN
(B

=(ANBNC)UBNANT)U(CN(ANB)IU (BNA))=(ANBNTWBNANC)U(CNANE
)JU(CNBNA)

c) (AAB) AC = (C NAAB ) U (AAB)NT) = ((AAB) N ©) U (C N AAB ) = CA(AAB)
OrAAB=(AN B)U(BN 4)=(BNA)U (AN B)=BAAdonc: (AAB) AC = CA(AAB) = CA(BAA)
d) (CAB)AA=(CNB NA)U(BNCN A)U(ANTN B)U(ANBNC)=ANBAC),

en changeant A et C.

e) (AAB) AC = CA(BAA) d’aprés d)

Or CA(BAA) = AA(BAC) d'apres c).

Donc (AAB) AC = AA(BAC).

4) Montrons que : AAB=ANB< A=B=0

<)) On suppose que : 4=B=C
=ONS=0 et ANB=OND=J

Donc: 4AB=4NB

Donc: 4=B=0= AAB=ANB

=) On suppose que : 4AB=ANB

Montrons que : 4=B=0

On suppose que : 4= par exemple

Donc: dxe 4

Si: xeB Alors: xeANnB
Donc: x e AAB absurde

Si: xe¢B Alors . xe AAB
Donc : xe AN B absurde

Donc : 4= (de méme on montre que : B=9)
Conclusion: AAB=AnB=A4=B=0

2n+1 Sm+4
Exercice10 : Soient les ensembles suivants : 4 ={ 1 /nel } et Bz{ 3 ImeZ }

1) Montrerque : ANB=Y
2) Montrer que : BNN#=J
Solution : 1) On suppose par I'absurde que : AnB = JAlors il existe: xe AnB tel que :

El(n m)erZ tel que : Y 2144 5m3+4
Donc 2n+1:5m3+4

Donc: 6n+3=20m+16 = 6n—-20m=13 :>3n—10m:geZ

Ce qui est absurde car: 3n—10meZ
Donc: ANB=0

2)Ona: 3eB eneffet: 2" +%

=3o5Sm+d4=9S5Sm=5<m=1eZ

5x1+4

Donc: 3= et leZ

Onadonc: 3eN et 3B cest-a-dire: 3e BNN
Donc BNN#=U
Exercice11 : Soit @ un nombre réel on considére les deux ensembles suivants :

E:{er/|x+1|£3} et F:{er/|2x—a|£4}
1) Ecrire E en extension
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2) Déterminer les valeurs possibles de @ pour lesquelles ENF =
3) Déterminer les valeurs possibles de a pour lesquelles NN F =
4) Déterminer les valeurs possibles de d pour lesquelles FF <N

Solution : 1) il est aisé de voir que : E ={-4;-3;-2;-1;0;1;2}
2) F={er/—4S2x—aS4}={er/2x—4£a32x+4}
Donc : C; ={xeZ/2x—4>aoua>2x+4}

ENnF=0&EcC, ©VxeExeCl
S VxeFE;2x—4>a ou a>2x+4

S VxeEae]-o2x—4U2x+4+0[ ©a em(]—oo;2x—4[u]2x+4;+°0[)

xeE

Puisque : £ = {—4;—3;—2;—1;0;1;2} onobtient:EnF=C<ae (]—oo;2(—4)—4[u]2><2+4;+oo[)
& ae(]o-12] U8+
3)ona: IT“:{er/Zx—4>-a.0u.a>-2x+4}

Donc nous pouvons écrire ZN(\FZ@@NCF@VXGN;XEF
<:>‘v’xeN;ae]—oo;2x—4[u]2x+4;+oo[
<:>aem(]—oo;Zx—4[u]2x+4;+oo[)<:>ae]—oo;—4[
xeN
a a
3)On a: F:{XEZ/_2+ESXS2+E}
Donc : FCN@F=(Vxe{er/—2+%Sx£2+%}j;xeN

<:>—1<—2+%<:>—2<—4+a<:>2<a

fR*">R
Exercice12 : Soient les applications : 1 ot 8RR
X x—— X x*—3x+2
X
1) a) Déterminer : ( })
b) Montrer que f(]0:2])c {—% [
2) Déterminer : g(]2:3])
Solution : 1) a)f({ H={r(3)}
8
ons L2 o 03
b) /(10:2]) ?
xe]0;2]©0<x<2&-2<-x<0 @—lg—%
X

xe]0;2]:x—§s —%+2:x—i£% = f(x)<

N | W

Donc : x€]0;2] :f(x)e}—oo;ﬂ
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Donc : f(]o;z])c[_%;w[
2) Déterminons : g(]2:3]).
3 (3Y (3Y
=x-3x4+2=x*-2—x+|—| —| = | +2
g(x) x?—=3x X 2x (2) (2)
3V 9 3 1
= —_— N 2: R — N
2 (x) (x 2} 4 (x 2} ;
3 .03

xe]2;3]<:>2<x£3<:>2—%§x—5<3—5

2 2
@%—%S(x—%j R @Oé(x—%j -2<2
xe]23]e0<g(x)< 2 g(x)e[0,2]
Donc : g(]2:3]) =[0;2]
fR->R

Exercice13 : Soit I'application : ,
x> x +1

Déterminer /' ([5;+[)
Solution : Soit: xeR
xef ([5;+oo[) < f(x)e[540] & 5< f(x)

S 5K+l 0<x* -4

£ =0 =2 2

-4 + [:r —

o

+
)+
xef ([5; +oo[) & x € |00y 2] U[ 25400
Dou: f ([5;+oo[) = ]—oo; —2]U[2; +oo[

I —>J

2
X=X

Exercice14 : Soit 'application 7 :

1) Donner des ensembles [ et ] tels que f soit injective mais pas surjective.
2) Donner des ensembles I et ] tels que f soit surjective mais pas injective.

3) Donner des ensembles I et ] tels que f soit ni injective ni surjective.
4) Donner des ensembles [ et ] tels que f soit injective et surjective
Solution: 1)1 =[0,1] et] =[-1,1].
2)I=[-11]et]=[0,1].
3)I=[-11]et]=[-11].
4)1=[0,1]et] =[0,1].

fTR->R
Exercice15: Soit I'application : 2x

1+|x|

1) Montrer que f est injective
2) a) Montrer que : VxeR ;| f(x)/<2

b) f est-elle surjective ?

3) Déterminer un intervalle J R tel que fsoit bijective et déterminer sa bijection réciproque
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Solution :1) Soient X, €R et x, eR

2x, 2x,

fn)=1(x)=—==

1+|x1|_1+|x2| =

ST
:TM=r|2x2|3|x1|(1+|x2|)=|x2|(1+|x1|)

X,

: X
1+|xl|

2
1+|x2||

= [ ||+ ] = |+ o = | =

On remplace dans : 1-2+)|CI |=%)|Cz|
X Xy
2x, _ 2x, 2 =2 _
—1+|x1| 1+|x1|:> xl x2 :>x1 x2

Donc f est injective
2x
2) a)f(x) —T|x|

Soit xeR :ona: x<|x<|x[+1
Donc : 2x <2|x| < 2(|x+1)

2 _ 21+

Donc :
1+|x| 1+|x|

2x
1+|x|
b) Par exemple : 2 n'admet pas d’antécédents

Donc f n’est pas surjective
3) a revoir

Donc : <2 cest-a-dire: f(x)=<2:

f:R" > ]-0;3]
x> 3-—x?
f est-elle surjective de R'vers ]|-0;3].

Exercice16 : Soit I'application :

Solution : Soient y € ]—o0;3]
Résolvons I'équation : f(x) =y
f(x):y<:>3—x2:y<:>x2:3—y

Or ye]-2;3] donc y <3 cest-a-dire: 0<3-y

& x=4/3-y Car xeR"

Donc : (Vy € |-0;3])(3x € R )(f(x) = y)
Donc : f est surjective

fR->R
xXH—2—-5x

f est-elle une bijection de Rvers R.?
Solution : Soient yeR

Résolvons I'équation : f(x) =y

f(x)=y<:>2—5x=y<:>x=2_?y

Exercice17 : Soit I'application :

Puisque I'équation f(x) = y admet une unique solution dans R (vy € R)
Donc : f est une bijection de R vers R.
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R-{2} > R-{1}
Exercice18 : Soit I'application f : v +1
x— f(x)=
x—2
Montrer que : f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. 1~
Solution : Soit: yeR-{l}

1

Résolvons dans : R-{2} I‘équation f(x)=y
Soit : xeR—{2}

f(x):y(:)x—-l_;:y@xﬂzy(x—Z)
x—

x—2=0 car xeR—{2}
f(x)=yox+l=px-2y o x—yx=-2y-1

_2y-1

ox(l-y)==2y-le|x= . car y—-1#0
-y
Etona: x=—22"1.)
1=y
. —2y-1
En effet : si =2=-2y-1=2-2y

= —1=2 (Absurde)

Donc : VyeR-{l} IlxeR—{2} tel que : f(x)=y

Donc : f est bijective.

{f(x)w x=f"(v)=-
=

xeR-{2} ye]R—{l}

Donc: VxeR-{l} ; f(x)=

—2x-1 p 2x+1
1-x x—1

SR 5> R-{2)
2x+1

x> f ()=

x—1

R—->R

Exercice19: Soit I'application f : ; et Considérons les ensembles : 4=[-3;2] et B=[0;4]

x> x?+1
1) Comparer les ensembles :

f(AnB) et f(4)nf(B)

2)Quelle condition doit vérifier f pour que : f (AN B)=f(4) f(B)
Solution : 1) On a d'un cété :

ANB=[-3;2]n[0;4]=[0;2]

Alors : f(4nB)=f([0;2])

:{f(x)/OSxSZ}:[l;S]

D’un autre coté, on a : 4=[-3;2]=[-3;0]L[0;2]
7(4)=1((=32)- £ (-30)0[0:2)
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Alors : f(A4)=[1;10]U[1;5]=[1;10]
Et f(B)=[0;4]=[517]
Il est clair que : f(4)nf(B)=[10]N[1;17]=[1;10]
Donc: f(AnB)c f(A4)nf(B)
A quelle conditionona: f(4)nf(B)c f(4NB) ?
yef(A)ﬂf(B)@yef(A) et yef(B)
=3xed/y=f(x)et W' eB/y=[f(x')
Si: f estinjective, alors x=x'et par suite on a :
:>EIxeA/y:f(x) et EIxeB/yzf(x)

=3IxednB/y=f(x)

=ye f(4ANB)

Conclusion : Si f est injective alors : f(4NB)=f(4)Nf(B)
R?> —» R?

Exercice20 : Soit I'application 7: () 2)
X YV)=>\Xx—=y ;x+2y

1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective
3) Déterminer 7 ~'la bijection réciproque de r

Solution : 1) Soit : (x;»); (x;)') € R?
Telque : f(x;y)=f(x})):
Montrons que : (x;y)=(x";)") 2?
f(xy)=f () e (r-p sx+2y)=(x'-y" 3 2'+2y)

{x—y =x'-y x—x'=y=y" (1)
SN SN

x+2y=x"+2y x—x'=2y' -2y (2)

(1)+(2) =y—y =2y -2y =3y =3y =y =)
x—x' =y—y' (1) =>x—x'=0=>x=x'
=x=x"et y=)' S(XQY):(X’QJ/)
Donc : f est injective
2) Soit: (zt) eR’ ; I(x;y)eR’ telque: f(xy)=(z1) ?2?
f(xy)=(zt)e(x—y ;s x+2y)=(z1)

_2z+t
X—-y =z 2x-2y =2z 3x =2z+¢ r = 3
= = <~ =
X+2y=t xX+2y=t X-y =z 2z+t
Yy =x—z= -z
3
:2Z+tER
< 3 Donc : f surjective
—t_ZeR
4 3

3) Déterminons s -'la bijection réciproque de 1
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f estinjective et surjective donc bijective

_ 22+t t—
fxy)=(z0)e (ay)=f l(z;z){ . ;sz
R? —» R?
D S A _
onc: f (x;y)l_)(2x3+y;y3xj
NxN—>N

Exercice21 : Soit I'application r: 5
(n; m) = (l’l — m)
1) f est-elle injective ?
2) f est-elle surjective ?
Solution : Conseils méthodologiques (Pour montrer qu’une application est (ou n’est pas)
injective/surjective)
Soitf e F(E ,F) :
e  Pour montrer que f est injective : on prend x et X o,
deux éléments de E tels que f (x ) = f (x 0 ), et on montre que x = x o (ainsi y = f (x ) ne peut avoir
plus d’un antécédent);
e Pour montrer que f n’est pas injective :
On trouve x et x o, éléments de E distincts et possédant la méme image par f;
e Pour montrer que f n’est pas surjective :
On trouve y € F n’ayant aucun antécédent dans E par f
e Pour montrer que f est surjective :
On prend y € F quelconque, et on détermine un antécédent de y dans E parf.
1)
o f est injective si et seulement si tout élément de N admet au plus un antécédent dans NxN
Cest-a-dire : V(m;m) eNxN ; V(n';m') e NxN
f(mm)=f(n'sm') = (n;m)=(n";m")

e f n‘est pas injective si et seulement s'’il existe au moins un élément de N qui admet plus d’un
antécédent dans NxN

C'est-a-dire : I(m;m) eNxN ; I(n';m’) eNxN

f(mm)=f(nsm') et (n;m)=(n'"sm')

Si je trouve : (n;m)#(n';m') et f(n;m)= f(n';m") on peut affirmer que f nest pas injective.

Sije prends : (1;2) er (1;0)

Ona: f(1;2)=(1-2) =1 et f(1;,0)=(1-0)" =1

Donc:: 3(1;2) eNxN ; 3(1,0) eNxN

f(L2)=f(L0) Mais (1;2)=(1;0)

Donc : f n'est pas injective

2)of est surjective si et seulement si tout élément de N admet au moins un antécédent dans NxN
C'est-a-dire : v p eN ; 3(n;m) eNxN
Telque: f(mm)=p

e f n'est pas surjective si et seulement si il existe au moins un élément de N qui nadmet pas
d’antécédent dans NxN

Clest-a-dire : 3p e N ; V(mm) eNxN ; f(n;m)# p
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eSijetrouve : p € N quin’a pas d’'antécédent dans NxN on peut affirmer que f n’est pas
surjective.
Sijeprends: p =3
Ona: f(n;m):3©(n—m)2=3 Sn-—m=A3
Mais :il n’existe pas : (n;m) e NxN tel que : n—m=+/3
Donc: 33eN ; V(n;m) eNxN ; f(n;m)#3
Donc : f n'est pas surjective.

Remarque : il existe des éléments de N qui ont des antécédents dans NxN
Par exemple : p=4

f(n;m)=4c>(n—m)2 =4 n-m=2oun—-m=-2

Il existe : (3;1) eNxN tel que : (3—1)2 =4

C’est-a-dire : 4 e N a au moins un antécédent dans NxN (pas suffisant pour affirmer que f est
surjective car il faut que tous les éléments de I'ensemble d’arrivé aient des antécédents par f .

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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