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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction Série N°4 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Ecrire en extension les ensembles suivants : E, :{k eZ/|k+1|< 2}
E, ={(x;y)eN2/x2—y2 =15}

E, :{er/(VneN)x2£4+n3}

E, ={(x;y)eN2/0<2xSy£5}

E, z{er/XZEelp;qu* Vérifiant p <3¢ <11}
q

Solution: ke E, < kel et k+1<2<
keZ et 2<k+152 <
keZ et —3£k£1<:>ke{—3;—2;—1;0;1}
Donc : E, ={-3;-2;-1,0;1}
E, :{(x;y)eNz/)cz—y2 :15} ?
xz—y2=15<:>(x+y)(x—y)215
on a: les diviseursde 15sont1;3;5;15et x+y=2x—y
On dresse un tableau :
X=Y |1
xX+y |15
8
7

{(&7):(41)}

E, ={er/(VneN)x2§4+n3} ?

S hO|w

J
E

2

Soit: xe £, donc: xeZ et (VneN)x2<4+n’ donc : on particulier pour n=0 on a x2<4 donc
|x|£2

D'ou xe{-2-1;0;1;2}

Donc : E; © {-2;-1;0;1;2}

Inversement —2:-1:0;1;2 Appartiennent a £,

Donc : {-2;-1;0;1;2} C E,

Conclusion : E, ={-2;-1;0;1;2}.

E4:{(x;y)eN2/0<2x£yS5}

E,=1{(1:2):(1:3):(1:4): (214)3(2:5)}

E, ={xe@/x:£etp;qu* VérifiantpS?aqSll} ?
q
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Soit: x e £, donc x=2 avec p;gqeN" et p <3¢ <11 donc
q

{3q£11®{q311/3@{qe{l;2;3}
p<3q p<3q p<3q
Donc :(p;q) e {(1;1);(2;1);(3;1);(1;2);(2;2);(3;2)

(4;2);(5;2);(6;2);(1;3);(2;3);...;(9;3)}
135124578

- E =41:2:3:--2.=.2.2.2.2. 0.2
DOnC- 5 {’ b ’2’2’2’3’3’3,3’3’3}

Exercice2 4=[0;1[: et B= {L/x S IRF}
x+1
Montrons que : 4=B
Solution : Conseils méthodologiques :
Pour montrer que A=B,onmontre que : Ac Betque Bc 4.
a) Montronsque Ac B ?
Soit yeA=0<y<1

Montrons que : ye B

C’est-a-dire : Montrons que : IxeR"/ y = Ll
x+

yz%@y(x+l)=x<:>xy+y:xc>x(l—y):y
X+

yzicx:LeR* Car 0<y<I1

x+1 -y

Donc : EIxeR*/y:L
x+1

Par suite : ye B etalors: 4B

a) Montrons queBc 4 ?

Soit yeB:erRJ'/y:L
x+1

Montrons que : y€ 4

C’est-a-dire : Montronsque : 0<y <1 ?
Ona: xeR" ety:L donc: 0<y
x+1

2 R ¥ A >0 Car 0<x

l—y=1-
y x+1 x+1 x+1

Donc: y<1etalors: 0<y<1
Donc: ye4

Par suite :Bc 4
Conclusion: 4=28

Exercice3 : Soient les ensembles : 4 =[1,3]et B =|2,4]

Décrire les ensembles: ANB ; AUB et A-B
Solution : ANB=[2,3] et AUB=[1,4]

Exercice4 : Soient les ensembles : 4=]-x,3]; B=]-2,7] et C=]-5,+[ Trois parties de R.
Déterminer ANB, AUB, BNC, BUC, R-4; A-B . (R-4)n(R-B) ; R-(4UB)
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(ANnB)u(ANC) ; An(BUC)
Solution : ANB=1]-2,3] et AUB=]-0,7]
BNC=1]-2,7] et BUC=]—5 oo
R-A4 ]3 +oo[ ] —2]
(R-4)(R-B)= ] o[ (]—00 —2] U7+

(]3 +oo —oo —2 ) (] 7 +oo ) @U]7,+oo[:]7,+oo[
Donc : (R-4)n(R-B)=]7 +oo[
Ou mieux : (R—4)N(R-B)=R—(4UB)=]7,+x]
R—(AUB)=]7,+[
(ANB)u(ANC)=]-2,3]u]-5,3]=]-5.3]
AN(BUC)=]-0,3]N]-5,+0[ =]-5,3]
Exercice5:4 ; B sont des_parties d’'un ensemble £
1)Montrerque : Ac B<> AUB=E
2)Montrerque: ANB=J <> AcB
Solution :1)=)Montrons que : A= B=> AUB=E

Onsupposeque: A B

a)Ona: AUBcE évident

b) Montrons que : Ec AUB?Y

Soit xe E :si xe Aalors xe Bcar Ac B
Donc: xe AURB

si x & Aalors x € A

Donc: xe AU B

Donc: Ec AUB

Par suite : AUB=E

<) On suppose que : AUB=E
Montrons que : A < B??

Soit x € 4 Donc: x & A
Supposons que : x & B

Alors: x¢g AUB=ANB

Alors : x € A B donc: x € B contradiction
Donc: xe B

Donc: A< B

Conclusion: 4= B<> AUB=E
2)=)Montrons que : ANB==> AcB
On suppose que : ANB=

Montrons que : Ac B ?
Soit xe 4 alors xgB car AnNB =

Par suite : x € B
<) Montrons que : Ac B = ANB=
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On suppose que : Ac B
Montrons que : ANB= ?
Supposons que : ANB =D
Donc: Axe AP

Donc: xe A et xe BDonc: |x& B

Ona: x € Aet puisque AcB

Alors : contradiction

Parsuite: ANB=O

Donc: AcB=>ANB=C

Conclusion: ANB=3 <> AcB

Exercice6 : Soient A ; B ; C et D des parties d’'un ensemble non vide £

(ﬁ)uA:E
Monter que : (ﬁ))uA—Ej(B_D)CA

Solution : On suppose que : (B-C)ud=E et (C-D)uAd=E

Remarquerque: AUB=E— Ac B
Donc: B-CcAdet C—Dc A cad
BNCcAet CnDc A

Montrons que: B—Dc A cad BADc A4 ?
Soit xe BAD

xeBD<<>xcBet xeD
e SixeC alors xeCnD donc xe A car CAnDc 4
e SixeC alors xeB~C donc xe 4 car BnCc 4

Dans tous les cas : (B—D)c 4

Exercice7 : Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble E
La différence symétrique de 4 et B c’estl'ensemble

Qu'on note : AABtel que : AAB=(A4-B)U(B—A)
1)Monter que : AAB=(AUB)—(ANB)

2) Calculer AAB pour:A4 ={0,1,2,3} et B ={2, 3, 4}.
3)Monter que : AAB = (A—(AmB))u(B—(AmB))

4) Supposons que : AAB=ANB

Monterque : 4=B=C

5) Monter que : AAB = AAB

6) Monter que : YCe P(E) : AAB= AAC <> B=C

7) Résoudre I'équation d’'inconnue : X € P(E) ; AAX =
Solution : 1) 4AB=(4-B)U(B-4)=(4nB)u(BN4)
:[(Amﬁ)uBJm[(AmE)uZJ :(AuB)m(BUE)m(AuZ)m(Z_S’uZ)
=(AUB)NENEN(4nB)=(40B)n(ANB)=(4UB)\ (4N B)

2)PourA={0,1,2,3}etB =12, 3,4},ona AAB ={0, 1, 4}.
3) Procédons par double-inclusion.

Montrons que : AAB c(A—(AmB))u(B—(AmB))
Soit x € AAB.
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Par définition, x € AU B, donc x € Aou x € B.
Supposons d’abord que x € A, l'autre cas étant symétrique. Par définition de la différence
symétrique x ¢A N B, on a donc bienx e A\AN B.
Par symétrie, si x € B, on aura x € B\ A N B. Conclusion : On a montré que pour tout x € AAB, on a
xeA\VANBouxeB\ANB, cest-a-dire :
AAB € (A\ANB)U (B\ANB).
Montrons que (AN\ANB)U (B\AN B) € AAB.
La preuve est similaire.

Conclusion : A4AB=(A4—(ANB))u(B-(4NB))

4) Supposons que : AAB=ANB

Montrons que : A=B=

Pour montrer que A = B = @, il nous suffit de montrer que :

A = @, car A et B jouent des roles symétriques.

Montrons donc que A = @.

Supposons par I'absurde qu’il existe a € A.

Deux cas sont alors possibles :

lercas:a€eB.Ona:aeANB=AAB.

Or, par définition de la différence symeétrique, a ¢ A N B, une contradiction.
2ndcas:a ¢B.Onaalorsque:a ¢ ANB.

Puisque a € A, on aque a € AU B, et donc a € AAB.

Or, AAB = ANB, donc a € ANB, donc : a € B, une contradiction.
Conclusion : Tous les cas ménent a une contradiction, c’est donc qu'’il n’existe pas de a € A, et
doncA=0

5)Montrons que : AAB =(4-B)u(B-4)=(4nB)U(Bn4)=(4-B)U(B-4)=A4AB
6) Soit C e P(E)

eSiona: B=C alors AAB=AAC
e Supposons que : AAB = AAC et montrons que B=C ?
v' Soit xe B montrons que xeC ?
Sixed:
(xedet xeB)=>xeANnB=>x¢ AAB=x ¢ ANC
(Car AAB=AAC)
=>xeANC=xeC
Donc: AnBcC(1)
SixgAd:
(xgAdet xeB)=>xeB—A=>xc AAB=xc ANC
(Car AAB=AAC)
>xeC-A=>xeC
Donc 4~B<=C(2)

De (1) et (2) en déduit que : (4nB)U(4nB)cC
Et puisque : (4nB)U(4nB)=(4VA)"B=ENB=8

Alors BcC

De méme on montre que : Cc B

Donc: AAB=AANC=B=C

Finalement : AAB=AAC < B=C

7) Résolvons I'équation d’'inconnue : X € P(E) ; AAX =&

Onaque AA A=AUA\ANA=A\A=0,
Donc : A est solution de I'’équation. De plus, n’importe quelle partie X de E satisfaisant AAX = @
satisferait
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AAX = AAA. Or, par la question précédente, on a dans ce cas X = A.
Conclusion : La seule solution de I'équation est la partie A.

Exercice8 : Soient les ensembles : E ={a;b;c;d} et F ={1;2}

1)Déterminer tous les ensembles inclus dans E. Qui s’appelle 'ensemble des parties de E et se
note P(E).
2)Déterminer en extension : les produits cartésiens suivants :

ExF et F* et déterminer : card (ExF)

Solution : P(E) = {@;{a};{b};{c};{d};{a;b};{a;c};{a;d};{b;c};{b;d};{c;d};{a;b;c};{a;b;d};
J{be;d)s{ascid) E)

2) E><F:{(a;1);(a;2);(b;1);(b;2);(0;1);(0;2);(d;1);(d;2)}
F>=FxF={(51);(12):(21);(2:2)}
card(ExF):card(E)xcard(F):4><2=8

Exercice9 : Soit 'ensemble : F :{(x;y) eR>/x*<yet y*<x }
1) Vérifierque : F =

2) Montrer que : F < [0;1]x[0;1]

Solution: 1) Ona: 02<0er 02<0

Donc : (0;0) € F par suite : F#J

2) Montrons que : F <[0;1]x[0;1] ?

Soit:(x;y)eF =(xy)eR*/x*<yet y?<x

=xeR" etyeR" et x><yet y>°<x

=xeR" etyeR" et x*<y’et y*<x

=>xeR" etyeR" et x'<x

—>xeR" et x*-x<0

=xeR" et x(x3 —I)SO

=x20 et ¥ <IP=0<x<1

De la méme maniére on montre que : 0 <y <1

= (x;) €[0;1]x[0;1]

Donc: F <[0;1]x[0;1]

Exercice10 : Soient E et F deux ensembles.

1) Montrons que : P(E)U P (F) € P (E U F).

2) Montrons que : P (ENF) =2 (E) N P (F).

Solution : 1) Montrons que

Pour montrer qu’une union est incluse dans un ensemble, il suffit de montrer que chaque terme de
'union est inclus dans 'ensemble. Montrons que P (E) € P (EUF).
Soit A € P (E), montrons que A € P (EUF).

Pourtoutae A,onaquea€E,etdoncaeEUF,
Donc:AcEUF

C’est-a-dire : A € P (EUF).

Ceci étant vrai pour tout élément A de P(E)

On a bien P (E) € P (EUF).
Montrons que P (F) € P (EUF).
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Comme E et F jouent des roles symétriques
etque P(E)c P(EUF)
On a également? (F)c P (EUF).
Conclusion : On a montré que P (E)c P (EU F)
etP(F)cP(EUF),donc? (E)u P (F) € P (EUF). Montrons qu’en général, on n’a pas :
PEUF)SP(E)uP(F).
Pour cela, il faut que I'on exhibe un contre-exemple a cette proposition. Prenons E = {0} et F = {1}.
Onaalors EUF ={0, 1} etdonc : P (E) ={@, {0}},
P(F)={o,{1}}, 7 (E) v P (F) = {@, {0}, {1},
P (E UF)={0, {0}, {1}, {0, 1}}, ce qui montre bien que dans cet exemple P (E) U P (F) »P (E U F).
2) Montronsque P (ENF)=P (E) N P (F).
Pour A un ensemble,onaque ACENF
Equivaut A € E et A € F, par définition de I'intersection. Autrement dit, on a équivalence entre A €
PENF)
etAe P (E)NP(F), dou le résultat.

! 'xeR}
N

Exercice11 : Soient les ensembles : H = {y eR/y=
G—{ R/ —;'xeR}
g g 1+4Vx2+1
1) Montrer que : H =]0;1]
a) Considérer un éléement y,  F/ et montrer que : y, € ]0;1]

b) Considérer un élément ), €]0,1] et montrer que : y,  / .

2)Monter que G H

3) Est-ceque G=H?

Solution : 1)a) soit un élément ), € H montrons que v, €]0,1] 7
1

VoeH=3IxeR/y)=———
x,2+1

Ona X,°20= x> +121= [y 2+121=

<1= J,€]0,1] Donc : H < [0;1] (1)
x>+

b) Considérer un élément ), €]0,1] et montrons que y, € H ?
1

ﬂ/x02+1

1
e x2=—-1

yoe]O;l] I?7x,eR/y, =

1 ), &
2 <:>y0 - 2
XO +1 x() +1 yO

Yo =

1
Or: y,€]0;1] donc 0 < y, <1 donc: F—lzo
0

Donc : il suffit de prendre : x, = /L_1 Donc: v, € H
Yo?

Donc : |0;1] < H (2)

De : (1) et (2) en déduit que : H = ]0;1]

2) Montronsque G c H ?

Montrons que : G < [0;1] 2

Soit un élément y, € G montrons que ,, €]0,1] ?
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1

1+x,2+1

Ona X,>20= x,2+121= [x2+121= Jx2+1+122=0<

V,eG=3x,eR/y, =

1
+yx2+1 2
Donc :, €]0,1] Donc: Gc H

3)supposons : G = H
OnaleH=l1eG
1

1+ x,2+1
= dx, eR/x.?>=-1 Absurde donc: H =G
Exercice12 : Soit 'application f: R >R

Telle que : V(x;p)eR*: f(x+y)=f(x)+f(y)et f(xxy)=f(x)xf(»)
1) Montrer que : f(0)=0

2) Montrer que : f(1)=0 ou f(1)=1

3) On suppose que : f(1)#0
a) Montrerque : VrneN ; f
b) Montrer que : VimeZ ; f

=3I, eR/1= =3x, e R/1+,fx,2+1=1=3x, e R/ Jx,2+1=0

(n
(m
c) Montrer que : VvneN" ; f(l
n
d) Montrer que : vr @ ; f(r

Solution: 1) Ona: V(x;y)eR?: f(x+y)=f(x)+1(»)
Pour: x=0et y=0

Onadonc: f(0+0)=/£(0)+/(0)
= f(0)+0=f(0)+/(0)= f(0)=
2)Ona: V(xy)eR?: f(xxy)=f(x)xf(»)

Pour: x=1 et y=1

Onadonc: f(1x1)=f(1)xf(1)

= f(1)=S()xf(1)=F(1)-F(1)xs(1)=0

= f()(1-/(1)=0=1-£(1)=0 ou f(1)=0

:>f(1)=1 ou f(l)zO

3) On suppose que : f(1)#0

a) Montrons que : VneN ; f(n)=n

Notons P(n) La proposition : * f(n)=n "

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout neN.
1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons : f(0)=0

Donc : P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie
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C'est-a-dire : f(n)=n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : f(n+1)=n+1 ??

f(n+1)=f(n)+f(1) Maisona: f(n)=netf(1)=1
Alors : f(n+1)=n+1

Donc : P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a :
vneN ; f(n)=n

b) Montrons que : VmeZ ; f(m)=m

Soit: meZ

Cas1:Si meN daprésa)ona: f(m)=m
Cas2:Simez alors: —meN

Donc : f(-m)=-m

Onaaussi: f(m+(-m))=f(0)=0

Donc : f(m)+f(-m)=0

Donc: f(m)z— (—m):—(—m):m

Donc dans tous les cas : f(m) =m

Conclusion : VmeZ ; f(m)=m

c) Montrons que : Vne N* ; f(lj:l
n n

Soit: neN":Ona: V(xy)eR*: fxxy)=/(x)xf(y)
1

Donc : f(nx%j:f(n)xf[—j:f(l)zl

n

Donc : f(n)xf(%jzl

Donc : f[%j:f(lnf% car f(n)=n

d) Montrons que : vre@ ; f(r)=r

m

Soit: re@Q = 3(m;n)eZxN" telque : ="
n

1

f(r)=f(%]=f[m><%)=f(m)xf[—}mxl:r

n n
Conclusion : vre@ ; f(r)=r

Exercice13 : Dire (en justifiant) pour chacune des applications suivantes si elles sont injectives,
surjectives, bijectives :

R—Hlf 0) g B OR 3) 1 [:1]1 > [0:2]

XX X X X > x°

Solution : Conseils méthodologiques :

(Pour montrer que f est ou n’est pas bijective)

1. Pour montrer que f n’est pas bijective : on montre qu’elle n’est pas injective ou pas surjective ;
2. Pour montrer que f est bijective :

1) 7:
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a. On choisity € F , et on montre que cet élément admet un unique antécédent dans E par f ;
b. On montre que f est a la fois injective et surjective ;
c. On détermine la bijection réciproque s '.

R->R
1) r: 5 ; f(=1)=f (1) donc f n’est pas injective.
XX

-1 n’a pas d’antécédent, car f(x) = -1< x? = -1 n’a pas de solution dans R.

Donc : f n’est pas surjective.

Une fonction est bijective si et seulement si elle est injective et surjective donc cette fonction n’est
pas bijective.

R">R" . .
2)a) g: ,  Soient x, eR" et x,eR

X X

2 2 2 2
g(xl)zg(xz):x1 =X, = Jxl =4\/X, :>|x1| =|x2| — x, =x,car X, 20 >0et x, 20
Donc f est injective
b) Soit yeR™ ; g(x)=y<:>x2:yc>x=\/; (xeR+)
Pour tout y € R*, (celui de 'ensemble d’arrivée), il existe x=./y € R", (celui de 'ensemble de
départ) tel que : g(x)=y, donc f est surjective.
f est donc bijective
3) h: [0;1] > [0;2]
X = x°

a) Soient x, €[0;1] et x, €[0;1]

h(xl):h(xz)zncl2 =X,

= X' =x] =|x|=|x|=x=x, carx 20206t x,>0
Donc hest injective
b) 2 n’a pas d’antécédent, car i (x) =2 © x2 =2 n’a pas de solution dans [0,1]. # N’est pas
surjective
h N’est pas bijective

fR—>R
Exercice14 : Soit I'application : x

1+ |x|

1) Montrer que f est injective
2) f est-elle surjective ?

Solution : Soient X, €R et x, eR

A o N x | | x
f(xl) f(xz):>1+|x1| 1+|x2| = 1+|lx,| = 1+|2xz||
X, X.
L el 1+
= [ ||+ ] = |+ o | = | =
X X Xy

On remplace dans : =X =X,

1 _ - — 1
l+|xl| 1-|-|x2| 1+|xl| 1+|xl|
Donc f est injective
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X

2) (5=
Soit xeR :ona: x<|x|<|x|+1

X 1+|X|

Donc : cest-a-dire : f(x)<1:

1+|x|  1+|x]

Par exemple 1 ou 2 n’admet pas d’antécédents
Donc f n’est pas surjective

fR->R

Exercice15 :1) Soit I'application f : 5
X 4x +4|x|
a) f est-elle injective ? b) f est-elle surjective ?
g:R—>R"
2) Soit I'application g :
XX+ 4|x|
a) g est-elle surjective ? b) g est-elle injective ?
fR>R

Solution :1) a) On remarque que f est paire

X 4[x° +4|x|

f n’est pas injective en effet : On a : f(—l):\/m:mz\/g et f(1)=\/m=m=\/§

Donc : f(-1)=f(1) mais 11

fR>R

b) Y On remarque que : [x* +4[x| >0

Donc: VxeR ona: f(x)>0

f n’est pas surjective en effet : -1e R et I'équation : m: —1 n’a pas de solution
g:R—>R"

2) Soit I'application g :
X 4 [x +4|x|

Soit yER" 1 [P vaf]=y e +4fx=1> & x?+d]x|-y” =0

J 4] =y o |af +4)x=)* =0

Onpose: |x=X: X24+4X-1°=0 A=16+4)>>0

—4+.,16+4y° o |x|_—4—«/16+4y2

2 2

_ , 2 A ' 2
Ona: ;| 126+4y 20 car 1/16+4y2 > /16 =4 Mais : #<O Donc: |x|
—4+1/16+4y2 ou x_4—«/16+4y2

2 2

Donc: VyeR" IxeR/g(x)=y Conclusion : g est surjective

Donc : 2 solutions :|x| =

~4+,/16+4y’

2

Alors : x=
b) g n’est pas injective car : L’équation : /x> +4|x| = y admet deux solutions
Ona: g(-1) =~/(—1)2 +4|-1] =1+4 =5 et g(D)=vP+4=\1+4=1/5

Donc : g(-1)=g(1) mais 11
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PROF: ATMANI NAJIB
S 400 = 05400
Exercice16 : Soit I'application :

X —
x—1

Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.
Solution : Soient ye]0;+oo[ : Résolvons I'équation : f(x) =y

{f(x)=y I P 2
Six-1 & y ox=—+1
XE]l;-l-OO[ XE]1;+OO[ xe]l;+00[ y

(Vyel+oo]) @!x e |+0]) (f(x) = y)
Donc : f est une bijection de ]1;+o[ vers |0;+oo]

{f(X)=y _ {f‘l )=+
x € |I;+oof y € ]0;+o9

) ! :]0;+oo[—>]l;+oo[
Wyeo+o] /7 (y)==+1 Donc :
Yy x> =+1
X

@o:N—> 7
X Si x est pair
Exercice17 : Soit la fonction ¢ définie par : P
x> |
x +

si x est impair

Montrer que ¢ est une bijection
Solution : Vérifions que ¢ est injective.
Supposons que ¢(x)=¢(y)alors
*si ¢(x)=0 alors x est pair, y aussi
X
p(x)=p(y)=5=5=x=y
2 2
*si (p(x)< Oalors x et y sontimpairs
x+1 +1
p(x)=p(y)= - ===
Donc : ¢ est injective.
Vérifions que ¢ est surjective.
Soit n e Nalors @(2n)=n, et 2neN.
Soit meZ et m=<0
Alors : p(=2m—1)=m avec 2m—1eN

Donc : @ est surjective.

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

> x+l=y+l=>x=y
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