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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Série N°2 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

(La correction voir@ http://www.xriadiat.com )

Exercice1 :1) Ecrire en extension les ensembles suivants : D, = {n eN/n/180}

'B:{xeR/x2+x+l=O}

3

Az{neZ/_—SSnzsg}
2 2

2)Ecrire en compréhension 'ensemble Des nombres pairs
3)Ecrire en compréhension 'ensemble Des multiples de 5 dans N
Exercice2 : Ecrire en extension les ensembles suivants :

1)E={keZ/|k—1|£§}

2)F—{neZ/ leZ}
2n+1

3) G:{neN/3n+2eZ}

n—

4) Hz{(n;m)eNz/nJer:ll}
Exercice3 : Montrer que : {xeR/|2x|+|x—5|S3}C{xeR/|3x—5|£3}

Exercice4 : Montrons que : {k € Z/| | } {-1,0;1}

Exerciceb : Donner Le complémentaire des ensembles suivants :
1)'ensemble Q

2) lintervalle [a;b] a<b

Exercice6 : Soient 4 ; B ; C des ensembles

Monterque : 4UB=40UC et ANB=A4ANC < B=C

Solution : On procéde par double implication :

e Montrons que : 4UB=4UC et ANB=ANC=B=C

On suppose que (AuB) = (AUC) et (AnB) = (ANC).

Soit xeB, donc : xe(AUB) et donc xeAUC

< xeA ou xeC.

Si xeA alors xeAnB = AnC et donc xeC.

Sinon, xeC. Bilan : Si xeB alors xeC et donc B c C. <> Soit xeC, on xe(AuC) et donc xeAUB <
xeA ou xeB. Si xeA alors xeAnC = AnB et donc xeB.

Sinon, xeB. Bilan : Si xeC alors xeB et donc C < B.

On pourrait dire : on montre de méme que C c B, en échangeant les roles de B et de C
Conclusion:B=C

e La réciproque est évidente.

Exercice7 : Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble £ ; Monter que :

1) AN(B\.C)=(4NC)U(4\ B)
2) AN(BNC)=(4\B)u(4A\C)
3) (ANB)NC=(ANC)\ (4N B)
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Solution:1) Methode1:

A\(B\C)=Am(B\C)=Am(Bm(_7) —4n(Buc)car AnB=AUB et A= 4
=(Am§)u(AmC)=(AmC)u(A\B)

Methode2: a) Montrons que : A\ (B\.C)c(4ANC)u(4\ B) ?

Soit: xe AN(B\C)=>xe 4 et x¢ B\ C

eSi xe(C alors xeAnC
=xe(4NC)u(4\ B)

eSi x¢(C alors xgB carsinon: xeB et x¢C
Alors : = x e B\_C contradiction

Donc:Ona: x€Ad et x¢gB=>xe€ A\ B
=xe(ANC)U(4\ B)

Dans tous les cas : xe(4NC)u(4\ B)

Donc : AN\ (B\.C)c(ANC)u(4\ B)

b) Montrons que : (ANC)U(AN\ B)c AN\ (B\.C) ?

Montrons que : ANCc A\ (B\.C)®

Soit: xeANC =>xe€Ad et xeC =>xeB\C
=xgB\C =>xeA\(B\C)

Donc: ANCc AN\ (B\C)

Montrons que : A\ Bc A\ (B\.C)Q@)

Soit: xeANB=>xe€Ad et x¢B =xeB\C
=xegB\.C =>xe A\ (B\C)

Donc: AN Bc A\ (B\.C)

@ et @=(4ANC)u(4\ B)c A\ (B\C)

Finalement : A\ (B\.C)=(ANC)U(A4\ B)

2) Montrons que : A\ (BNC)=(4\ B)u(4\.C)

A\(BmC)zAm(m)zAm(Eua)

= (AmE)u(AmZ‘)(Loi de Morgan)

=(AN\B)u(4\C)

3) Montrons que : (4\ B)nC=(4nC)\(4nB)

a) Montrons que : (4\ B)nCc(4nC)\(4nB)

Soit : xe(A\B)ﬂC =xe AN B et xeC

—(xecAdetx¢gBlet xeC =>(xedet xeC)et(xecAdetxeB)

=(xednC)et(xgANB ) =>xe(ANC)\ (4N B)

D'ou : : (AN B)NCc(AnC)\ (4NB)

b) Montrons que : (4NC)\ (4nB)c(4\ B)nC
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Soit: xe(ANC)\(4NnB) =(x€ ANC ) et(xg ANB )
:>(xeA et xeC’)et(xeA ouerB)
:>(xeA et xeCet erA) ou(xeA et xeCet erB)
:(xe@) ou(xeA et x¢B etxeC):((xeA et xéB)etxeC)
=(xed-B)et(xeC )=>xe(A\B)NC
D'ou :: (ANC)\(4nB)c(4\B)nC
Conclusion : (A\ B)NC=(4NC)\ (4NB)
Exercice8 : Soient A ; B ; C des parties dun Ensemble £ ; Monter que :
1)A=(AmBmC)U(AmEmC)u(AmEmE)u(AmBmE)
2)(AUB)N(BUC)N(CUA)=(4nB)u(BNC)u(CNA4)
3)Am§:AmZ’<:>AmB:AmC
Solution :1)(AmBr\C)u(AmBmE’)u(AmEr\E’)u(AmEr\C)
=[(AmB)m(CuE‘)]u[(Aml_i)m(CuE)]"
=[(AmB)mE:|u[(AmE)mE]=(AﬁB)U(AmZ_3):Am(Bul_i)zAmE:A
2)(4UB)N(BUC)N(Cud)=[Bu(ANC)]N(CUA)
=(B(CLA))o((4nC)n(Cua)) =(BNC)U(BNA)U(ANC)
ANB=ANC=ANB=ANC

3) Montrons que : _ ,
ANB=ANC=>ANnB=ANnC

AmZ_B:AmZ’zAmE:Am(_?:ZUE:ZUE
:ZuB=ZuC3Am(ZuB)=Am(ZuC)

:(AmZ)u(AmB)z(AmZ)u(AmC) =ANB=ANC
Inversement : AmB:AmC:A(WE:AmE’:AmE:AmE
D’aprés I’im_plicatiog directe

Donc: ANB=AnC < AnB=ANC

Exercice9 : Soient 4 ; B ; C trois parties d’'un ensemble Ez{a;b;c;d;e} telles que :

AUB={b;c;d;e} ; AnB={bd} ; ANC={b;c} et AUC ={a;b;c;d}
1) Déterminer: A ; B ; C
2) Déterminer : AU(BNC) ; AN(BUC); AUB et ANB

3) Déterminer : AAB ; BAC etCAA
Et vérifier que : (AAB)AC = AA(BAC)

Solution :1) A={b;c;d} ; B={b;d;e}; C={a;b;c}
2) BNC={b} et AU(BNC)={b;c;d}
AN(BUC)={b;c;d} ;

AUB= {a} ; ANB = {a;c;e}

3) AAB = =(AUB)\ (4N B)
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AAB ={c;e} et BAC ={a;c;d;e}

®

CAA ={a;d}

(AAB)AC ={c;e} A{a;b;c} ={a;b;e}
AA(BAC) ={b;c;d} Ala;c;dsel ={a;b;e}
Donc : (AAB)AC = AA(BAC)

3n+1

6’1_2/neZ } etB:{
12

Exercice10 : Soient les ensembles suivants : 4 ={ IneZ }

1) Montrer que : LeB et ieA
12 12
2) Montrerque: AcC B

3) Est-cequona: 4=B?
Solution :1) a) Montrons que : é eB

LeB <:>EIneZ/L=3n+1
12 12

<:>E|neZ/3n:O<:>EIneZ/

Il suffit de prendre : n=0
On peut vérifier que : 21 - 3x0+1_ 1
12 12 12

<IAneZ/3n+1=1

Par suite : 1 eB
12
b) Montrons que : % ¢ A

Supposons par I'absurde que : é e A

iEB <:>EIneZ/L:6n_2
12 12 12

SIneZ/bn-2=1

SaAneZ/bn=3<3IAnel/ nzéﬁz

Contradiction : Donc : é ¢ A

2) Montronsque: Ac B
Soit: re A Montronsque: reB ?

reA<:>EIneZ/r:6n_2
12
Pour montrer que : r € B |l suffit de trouverun : n'€Z tel que : r = 3”12“
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1ier méthode : r=3n 1 et r=6'i;2
Donc - 3n +1:6n—2
12

Donc: 3n'+1=6n-2<3n'=6n-3<n'=2n-1eZ
Donc : Il suffit de prendre : n'=2n—-1€Z

Par suite: re B

Conclusion: Ac B

2ie" méthode : Pour montrer que : r € B |l suffit de trouver un : ' €Z tel que : r= 3'112”
reA<:>EIneZ/r=6n_2
12
r_6n—2_3><2n—2_3><2n—3+3—2
12 12 12
_3><(2n—1)+1_3><n'-|—1
121
Avec: n'=2n-1eZ car neZ
3n'+1

Donc: 3an'eZ/r= : Par suite: re B

Conclusion: Ac B

3) Comme : %eB et égA alors:Bxz A

Par suite : 4# B

Exercice11 : Soit 'ensemble : E= {(x;y) e R?/x*+xy-2y*+5 :0}
1) a) Vérifier que : V(x;y) e R2:x2+xy—2y2=(x—y)(x+2y)

b) Ecrire en extension 'ensemble E N 7>

2 _ _ 42 _
c)Montrerque:E:{[zt S;t SJ/IGR*}

3t 3t

M M

N | —
W | —
A

2) Ecrire en compréhension les ensembles suivants : 4={0;1;4;9;16;...| etB = {—l;

C={.;=5-2L47,..}
Solution : 1) a) V(xy) eR2:(x—y)(x+2y) =x>+2xp —xy=2)* = x2 4 xy— 22
b) (;y)eENZ? < (x;y)ek et (x;p)eZ? < (x—y)(x+2y)=-5 et (x;y) e 2

—y=-5 x—1v=35 X—y:—l x—=v=1
& (xy)el? S TP R ou oul” ?
x+2y=1 x+2y=-1 x+2y=3 x+2y=-5

Donc: EnZ?= {(—3;2);(3;—2);(1;2);(—1;—2)}

x-y=t
c) (x;y)eE@(x—y)(x+2y)=—5<:> -5 :teR’
x+2y:7
22 =5 —1*-5 2t -5 —*-5 .
= 1y = - * . :
<:>[x PRy j.teR @(x,y)e{( T j/teR}

2 _ _ 42
Donc : E = (” >t sj/zeR*
% 3
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2) A={k*keN} etB—{(_;)k ;keN*} , C={1+3mnel}
Exercice12 : Soit £ un ensemble et G et H deux parties de £
On note : P(G) : 'ensemble des parties de l'ensemble G
1) Montrer que : P(GNH)=P(G) P(H)
2) Montrer que : P(G)uP(H) < P(GUH)
3) Montrer que : on généralon mapas : P(GUH ) =P(G)u P(H)
Solution : Remarque: X c E < X € P(E)
NxeP(GNH) o XcGNH
sXcGet XcH

= XeP(G)et XeP(H)

= XeP(G)n P(H)
Par suite : P(GNH)=P(G)n P(H)
2)Ona: GcGUH et HcGUH
Donc: P (G)c P(GNH) etP (H)c P(GNH)
Donc: P(G)uP(H) < P(GUH)
3) H={2} et G={1}
Ona: HUG={1;2}
P(GUH)={2:{1}:{2}:{1:2}}
P(G) ={2:{1}} etp(H) = {2:{2}}
P(G)up(H) ={D:{1}:{2}}
Donc : P(G)uP(H) = P(GUH)

fR-{-1} >R

Exercice13 : Soit I'application : 3x—1
X

x+1

1) Montrer que : VxeR—{—l} f(x)=3_i

x+1
2) Déterminer : f(K) avec K = |-o0;—][
4 3x+3-4 3x-1
x+1 x+1 x+1

Solution : 1) Vxe R—{-1} : 3- = f(x)

2) xeK<:>x<—1<:>x+1<0©—i>0
x+1

@3—%>3c>g(x)e]3;+oo[ Donc f(K):]3;+OO[
x

R—>R
Exercice14 : Soit I'application f : - et A:[—l;4]
X x?

Déterminer :
1) L'image directe de A par f.
2) L'image réciproque de A par f.
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Solution: 1) Ona: f(4)=f([-L4])={f(x)eR/-1<x<4]

Or: A=[-1;4]=[-10]U[0;4]

Alors @ f([-1;4])= f([-10])u £ ([0:4])

llestclairque :—1<x<0=0<x’<let0<x<4=0<x*<16

Ainsi @ f([-14])=[0:1]U[0;16]=[0;16]

2) 7 ([-s4))= £ ([Fuo]) o s ([os4])Or s £ ([-1:0]) = fxe R/ (x) e[-L:0]}
FH([L0])={xeR/-1< f(x)<0}={o}et f([0;4])={xeR/0< f(x)<4]
0<f(x)<400<x°<4 o Jo<Jx* <4 ©0<|x<2

Ainsi : f‘l([0;4]):[—2;2]

Dot : /7 ([-14])={0} U[-2:2]=[-22]

Exercice15 : Soit I'application f : R _)_R et Considérons les ensembles :
X Sinx

A=[0;27Z'] ; B{O;ﬂ ; C=R

Déterminer :

1) L'image directe des ensembles : 4 ;B et C parf

2) L'image réciproque des ensembles : 4'=[0;1] ; B'=[3;4] et C'= [1 2] parf.
Solution : 1) Ona: f(4 ):f([0;2zz]):{f( eR/0<x<27z}: =

oo g

7(C)=f(R)={f(x)eR/xeR}=[-LI]
2) f([0:1])={xeR/ f(x)e[0:1]} = J[2km; 2k + 7]
Y

7 (34) e

F([L2])={xeR/ f(x)e[2]} = {xeR/sin(x)zl}:{%+2k7r/keZ}

{xeR/f(x)e[3:4]}=

/R > RY

x> x+/x

Exercice16 : Soit I'application :
f est-elle injective ?
Solution : Soient x, eR" et x, R’
f(xl)zf(x2)3x1+f—x2+ X,

= (Jx — ) (Vo + e +1) = 0= X —\, =0 ou \fx +fx, +1=0
Or \/_1+\/Z+1¢0:\/Z—\/Z:0
R Y

Donc f est injective
fiR" > ]-0;3]

x> 3—x?

Exercice17: Soit I'application :

f est-elle surjective de R*vers ]—00;3].
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Solution : Soient y € |-0;3]
Résolvons I'équation : f(x) =y
f(x)=ye3-x*=yox*=3-y Or yel|-0;3] donc y <3 cest-a-dire: 0<3—y

<:>x:«/3—y Car xeR"
Donc : (Vy € |-0;3])@3x € R*)(f(x) = y)
fRo>R

X x2-3x+2

Exercice18 : Soit I'application :

f Est-elle injective ?
Solution: Ona: f(1)=f(2)=0 mais 1#2

Ceci signifie que I'application f n’est donc pas injective.
:R—>R
X x?2+2x-3

Exercice19 : Soit I'application f :

1) f est-elle injective ?
2) f est-elle surjective ?

Solution : Si je trouve : x = y et f(x):f(y) on peut affirmer que f n’est pas injective.

f(x):f(y)<:>x2-|-2x—3:y2+2y—3

S xX2+2x=1y*+2y <= x2—y*+2x-2y=0
@(x—y)(x+y)+2(x—y):0

@(x—y)(x+y+2)=0

<Sx—y=0 oux+y+2=0

Sx=y ou

Sije prends : x=-3 et y=1 alors :

Ona: f(1)=/(-3)=0 mais 1%-3

Eneffet: /(-3)=(-3)*+2(-3)-3=0et f(1)=1>+2-3=0
Donc : f n'est pas injective

Remarque : on peut répondre directement comme suit : f(x)=x2+2x-3
f(x)=—3c>x2+2x—3:—3<:>x2+2x=0
f(x):—3<:>x(x+2):0<:>x+2:0 ou x=0
f(x):—3<:>x:—2 oux=0

Ona: f(0)=/(-2)=0 mais 0%-2

Donc : f n'est pas injective.

2) f(x)=x2+2x-3=x2+2x+1-1-3=(x+1)" —4

Donc : f(x)—(—4):(x+l)2 >0

Donc : VxeR; f(x)>—4

Par exemple : -5 n’a pas d’antécédents par f
C'est-a-dire : I'équation : f(x)=-5 n’a pas de solutions dans R .
Donc : f n'est pas surjective

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

100



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
fR—>]0:1]
Exercice20 : Soit I'application : 1

X ———
x —=2x+2

Montrer que f est surjective

SOIution . f(X):ﬁ
X —4ix+

Soient y €]0;1]

Résolvons I'équation : f(x) = y dans R
1

f(x)—y@ X' =2x+2

or x’-2x+2#0 VYxeR car A<0

&’ =2xy+2y-1=0

Le discriminant de I'équation est :

A:(—2y)2—4y><(2y—1):4y(1—y)

Comme: 0<y<i alors: 1-y>0 etdonc: A>0

Alors I'équation admet une ou deux solutions dans R

Donc: IxeR tel que: f(x)=y

Ceci signifie que I'application f est surjective.
:R—>R

X X2+x+2
1) Montrer que : VxeR f(-1-x)=f(x)
2) f est-elle injective ?

=y<:>1:y(x2—2x+2)

Exercice21 : Soit I'application f :

3) Résoudre dans R I'équation : f(x):—%

4) f est-elle surjective ?
7
5) Montrer que : f(R)=‘:Z;+OO|:

Solution : 1) Montrons que : f(-1-x)=f(x)

Soit xeR :

f(—l—x):(—l—x)2+(—1—x)+2
=(14x)24-1=x+2=x2+2x+1+-1-x+2
:x2+x+2:f(x)

2)Sije trouve : x =y et f(x)=/(») on peut affirmer que f nest pas injective.

Ona: VxeR f(—l—x):f(x)

Sije prends : x=0

Ona: f(-1)=/(0) mais 0=-1

Donc : f n'est pas injective

3) Résolution dans R I'équation : f(x)=1

f(x)=leox+x+2=1x2+x+1=0

A=12-4x1x1=-3<0
Donc: §=¢
4)Par exemple : 1 n’a pas d’antécédents par f

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

1©



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
C'est-a-dire : I'équation : f(x)=1 n’a pas de solutions dans R .
Donc : f n'est pas surjective

7
5) Montrons que : f(R)= e

On raisonne par double inclusion :

7
a) Montrons que : f(R)c i

7
Soit: xeR Montrons que : f(x) E{Z;Jroo[
C’est-a-dire Montrons que : %Sf(x)

7 2 _z_ 2 l
f(x)—z—x +x+2 4—x +x+4
A=12—4Xl><1=0 Donc: x2+x+120
4 4
7
Donc : f(x)—%zo C’est-é-diref(x)e[zﬁoo[
7
Alors : f(R)C{ZH—OO{
7
a) Inversement montrons que : hﬁw{cf(ﬂ%)
7
Soit: ye|—;+o
’ L {
Montrons que : IxeR tel que : f(x)=y ?
f(x)zyc>x2+x+2=yc>x2+x+2—y:0
A=12-4x(2-y)=-T+4y

Comme : %Sy alors: —7+4y>0

Alors I'équation admet une ou deux solutions :

_—1+,/—7+4y —1—,/—7+4yER
2 2
Donc : IxeRR tel que : f(x)=y

Donc :E;%O[ c f(R)

b eR ou x=

Conclusion : f(R)= B;m{

b

|:_—l +oo|: —)‘:—,+oo|:
Exercice22 : Soit I'application f : 4 2

fo(x)=§+‘/x+%

Montrer que : f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Solution : Soit : ye{%ﬁoo{ : Résolvons dans : [%;w{ I'équation f(x)=y
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-1 5 1 1 5
Soit : —,+00| xXl=y -+ lx+—=v& Ix+—=y——
ve| gor sy defrtoye ety

1 -1 5 5
x+—2>0 car il et o250 car ye|Zi4w
4 XGL’ oo{ ) b

2 2
1 5 5V 1 SY 1o 1 e s [—1 [
-y +—| =l y=-= =|y-2| ——Etona:|y-=| ——>-= cest-a-dire : xe| —;+x
f(x) Y [x 4] (y 2) e (y 2) 4 (y 2) 4 4 4

Donc: Vye{%&oo{ El!xe|:_71;+oo|: tel que : f(X):y
Donc : f est bijective.

S(x)=y x=f_1(y)=(y—_j2__
[ el
Donc : Ver;w{ ; f“(x):[x_éjz_l

2[5 -1
f .l:E,+OO|:—)I:T,+OO|:
P
xb 7 (x)= x——j -—
2 2
Exercice23 : Soit I'application 7: RE-R
(x;y)l—)(x+y Y x—y)
1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective

3) Déterminer # ~'la bijection réciproque de
Solution : 1) Soit : (x;»); (x;)') e R?
Telque: f(x;y)=f(x})):
Montrons que : (x;y)=(x";)") 2?
f(wy)=f(xsy) o (x+y sx-p)=(¥'+)" ;x'~))
<:>{x+y =x"+y (1)

x—y =x'-y" (2
(1)+(2) =2x =2x'=>x =X
x+y=x'+y () =x+y =x+y=0=y=y
—x=x et y=y =(xy)=(x))
Donc : f est injective
2) Soit : (z;¢) e ExE ; 32(x;y)eR’tel que : f(x;)=(z5t) 2?
X+y=z

f(xy)=(zt)e(x+y s x-y)=(z1) <:>{

x—y=t
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zZ+t
2x =z+t r o= 2 ) D
(1)+(2) et(1)-(2) :{2y L, > _— Donc : f surjective
2

3) Déterminons f_1 la bijection réciproque de £
f est injective et surjective donc bijective

f(x;y)=(z;f)‘l’(x?y)=fI(Z;t):(ZTH;ZT_tj

R*> > R?
Donc: F':

() (222252

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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