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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF
Correction Série N°11 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Ecrire en extension 'ensemble suivant : E = {sin(%+%j ‘ne Z}

Solution : On sait que la fonction cos est périodique de période 2z et % =2r<n=12
ne{0;1;2;3;.;11}
Onadonc: B=1sin| =+~ :ne[0;11]
12 6
En tenant compte des relations : sin (7 —x)=sinx =—sin (7 +x)=—sin(-x)
On en déduit : B =<sin z ;sin 3—72- ;sin 5—7[ ;—sin z ;—sin 3—” ;—sin 5—7[
12 12 12 12 12 12

2x /xeR }
x2+1

Exercice2 : Soit 'ensemble suivant : 4 :{

B

1) Montrer que : - e A et endéduireque: A=

2) Montrer que : 4 < [-1;1]
3 2x _\B

Solution : 1)73e A IxeR/

x24l 2

443

<:>E|xeR/\/§(x2+l):4x<:>3xeR/(x2+l):Tx

o IreR/3x2-43x+3=0

& 3ceR/(V3x) ~2x23x+(+3) =0

o 3xeR/(V3r-3) =0 reR/B3x-3=0

or: 3xeR/~3x—3=0 est vraie car: Ix=3eR/3x-3=0

V3

Par suite : U e A est vraie aussi

Remarque : on peut remarquer que : & = ﬁ
(\/§)2+1 2
Donc : erR/z—xzﬁ Dol : ﬁeA
x2+1 2 2

2) Montrons que : 4 < [-1;1]
Soit y € 4 Montrons que : y €[-1;1] ?
C'est a dire : Montrons que : |y|<1
2x
=)

Ona: yed Donc: 3xeR/ =
x?+1
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2x |_ |24 _ 2|
x2+1|_|x2+1|_x2+1

V=

2p w12l -2 (1)
2+l 2+l x*+1 x4

Donc : |y|<1

Dou: VyeR ; yeA:[—l;l]

>0

Conclusion : Ac[-1;1]

Exercice3 : On considére les ensembles suivants : £ = {1; 2;3; 4;5;6;....;20}

A et B deux parties de Etel que :A={xeE / x=4k;keN} et B={xeE / x=3k;keN]}
1) Ecrire en extension les ensembles 4 et B.

2)Déterminer les ensembles suivants :C;  ; Cp  ; Ci7% . C7% . CUCE et CfNCy
3) Comparer:a) C;7% et C; N C},

b) C;"* et C; UC}

Solution : 1) 4={4;8;12;16;20} et B ={3;6;9;12;15;18}

2) C; ={xeE/xe A}

C; ={1;2;,3;5,6;7;9;10;11;13;14;15;17;18;19}

C, ={xeE/xe&Bj}

Cg ={1;2;4;5;7;8;10;11;13;14;16;17;19;20}

AmB={12}

AuBz{3;4;6;8;9;12;15;16;18;20}

Ci" ={1;2;5;7;10;11;13;14;17;19}

C;™? = E—-{12} ={1;2;3;4;11;13....; 20}

C; NC; ={1;2;5,7;10;11;13;14;17;19}

C; uCyp ={1;2;3;4;11;13....;20}

3) On remarque que :

a) C/7% =CimnC; b)) Ci™P=ClucC]

Exercice4 : Soient A ; B et C des parties d’'un ensemble £ non vide.
Simplifier : ((Aml_?)m(AmE))uA

Solution:((Aml_?)m(AmE))uA Z((Zufzi )m(ZuE))uA
=((ZuB )m(ZuC))uA=(Zu(BmC ))UA
=(ZuA)u(BmC )=Eu(BNC )=E

Exercice5 : Soient E un ensemble et A et B deux parties de E.
Onsupposeque:ANB#P;AUB#E;AYB;BZA;

Onpose A1=ANB;A2=ANCJet As=BNC}; As= C;7°
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1) Montrer que A1, A2, As et A4 sont non vides.

2) Montrer que A1, A2, As et A4 sont deux a deux disjoints.
3) Montrer que A1 U A2 U A3 U A4 =E.

Solution :1) Ai=ANB#Q

D’aprés I'énoncé : A2=AN Cyr=A\B#@CarA % B.
A3=BNCy =B\A#@CarB¢ A

As= C;7"Y=E\(AUB)#90 CarAUB #E,

enfat AUBZ EcarAc EetB CE.

2) AN A= (ANB)N (AN Ce)=ANBNANCL=(ANANBNCL)=AND=0

ANAs=(ANBNBNCH=ANBNBNC =BNBNUANC,)=BNp=0

ANA=ANBN(CI % y=AanB)N(Cin Cl)

=ANBNCiNCl=ANCEANBNCE) =pN@=0

A2NAs=AN CLynEN Ch)

=ANCiNBNCi=ANCHNBNCHY=0Np=0

A2NAa=(AN CHyn C7°

=N CHN(Cin Cy)

=ANCin Cin C;

=AN CyHN(CiNCp)y=pN Ci=0¢
AsNAs =(BN CHHyn C7°

=(BN C;)N(Cin Cy)

=N C;n C;/n C;

=BNCHN(CiNnCiy=pN Cj=0¢

3) A1, A2, A3 et A4 sont deux a deux disjoints.

AUA2UAsUAs=(ANBYU(@AN CZ)u (BN Ciyu C;7°
=(ANB)U@ANCLYuBN CHu(Cin C;)
=[ANB)UANCLNUIBN Cyu(Cin C;)]

=[AuA)N@U C)NBUANBUCLU[BUC)NBUCHN(Ciu CoHNCLu Cf

)]
=[ANAUCHNAUBNEIU[BU CAHYNEN C/N(Clu CE)

=[AN{Au CHN@AUBNUICIN{BU Ci)N(Ciu CP )
=[AN{AU(CINBYUICAiN{CiuBN CiN=1AN{Aueu[C.N{C}u e}
=[ANAU[C,N Cfl=4au C/=E

Remarque : (A1, A2, As, As) est une partition de E.
Sur un schéma c’est une évidence (E est le carré sur le schéma).
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A B

|4~"

E
Ay
R—>R
Exercice6 : Soit / I'application : 3
XX +Xx

1) Montrer que : (VxeR)(VyeR) ; x* +xy+3>+1>0

2) Montrer que : 1 est injective

Solution :1) Soit y e R (on le fixe)

L’équation : x> + xy + y2+1 > 0 devient une équation dont la variable est x
A=)2—4xIx(y?+1)=)y?—4y*+—-4=-3y2—-4=—(3)2+4)<0

Le signe de : x*> + xy+y2+1 estceluide a=1

Donc: x> +xy+3y2+1>0

Par suite : (VxeR)(VyeR) x*+xy+32+1>0

2) Montrons que : f est injective : Soient x, eR et x, eR

Montrons que : f(x,)=f(x,)=x =x, ?

Supposons que : f(x,)= f(x,)

Donc: x]3 + X, =x23 + X, :>x]3 —x23 +x—x,=0 :>(x] —xz)(xl2 + XX, +x22)+(xl —x2)=0
:3(@—&)@f+&&+xf+ﬂ=0:3&—15=00uxf+&@+x;+1=0
Comme : (VxeR)(VyeR); x> +xy+y2+1>0 alors x” +x,x, +x,° +1#0
=x—-x,=0 =x =X,

Par suite : 1 est injective

fR—>R™
Exercice7 : Soit I'application : 1
X ——
X —2x+2

1) Montrer que : f n’est pas injective
2) a) Montrer que : f(R)=]0;1]
b) f est-elle surjective ? justifier

SOIUtion . f(X):ﬁ
X —zX

1) Montrons que : f n’est pas injective

Ona: f(O):f(z):% mais : 0#2

Ceci signifie que I'application f n’est pas injective
2) a) Montrons que : f(R)=]0;1]

On montre par double inclusions.

o) Soit y€ f(R); il existe xeR; tel que : f(x)=y
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1 1 1

Y o2xt2 X —2xtltl (x-1) +1

Ona: f(x)=

Comme : (x—l)2 >0 alors: (x—1)2+121

Donc : 0<;2§1 cest-a-dire : f(x)=ye]0;1]
(x—l) +1

C'est-a-dire : f(R)c]0;1]

>) Soit y €]0;1]

Résolvons I'équation : f(x) = y dans R

)=y o m

Car: x> —2x+2=0(A<0)

f(x)=y<:>yx2 -2xy+2y-1=0

Le discriminant A de I'‘équation est :
A=b>—4ac=(-2y)*—4yx(2y—-1)=4yx(1-y)

Ona: ye];l]]=>0<y<lalors: 0<1-y<1 Donc: A=4yx(1-y)>0

=y<:>1=y(x2—2x+2)

Donc I'équation f(x) = y admet au moins une solution dans R : Ceci signifie que : y ef(R)
C'est-a-dire : |0;1] < f(R)

Par suite : /(R)=]0;1]

b) L’application f n’est pas surjective, car 2 n’a pas

D’antécédent par f
fTR—>R
Exercice8 : Soit I'application : x|x|
X —
x2+1
1) a) Montrer que : VxeR : —1< f(x)<1
b) f est-elle surjective ? justifier
2) Montrer que f est injective

3) Déterminer : /' ({%}j

4) a) Montrer que f est une bijection de R dans |—1,1]
b) Déterminer sa bijection réciproque. 1
x|
Solution: f(x)=——-
f( ) x?+1
1) a) Montrons que : VxeR : —1< f(x)=<1

Utilisons un raisonnement par disjonction des cas :
2

. L _XXx X
Si: x>0 .|x|—x et f(x) I
x* x*+1-x? 1
f(x) 1 21 x2+1> donc: f(x)=<1
x’ X 4+xt+1 2x*+1
f(x)=(-1) x2+1+ a1 e >0 donc: —1< f(x)
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C'est-a-dire : Vx>0 : —1< f(x)<1

2
—.X'X.X_ —X

¥+l X +1
2
X
On déja montrer que : —1<— 1 < 1(on procéde comme précédemment)
X

Si:x=<0:|x=—xet f(x)=

2
=<1

X
Donc: —1<——
x”+1

C'est-a-dire : Vx<0 : —1=< f(x)=<1
Par suite : VxeR : —1< f(x)=<1
b)Ona: VxelR : —1-<f(x)—<1

Donc : L’application f n’est pas surjective car 2 par exemple n’a pas d’antécédent par f
2) Montrons que f est injective :

Soient x, €R et x, eR
Montrons que : f(x,)=f(x,)=x, =x,
Supposons : f(x,)= f(x,)

_ x x| _*X [,
f(xl)_f(XZ): x> +1 B x,%+1
Utilisons un raisonnement par disjonction des cas :
0><|0| _ X |x2|

est vraie = x, et x, Ontle méme signe.

Si: x, =0 alors : =0=x,|x,| =0=x,=x, =x,

0>+1 x,2+1
2 2
alal _ T2 i3 IR = x’ (2 +1)=x"(x2+1)

Si:x,>0etx,>0 = =
x*+1 x,2+1 X+l x,2+1

= x’x 2y =x"x24x" =57 =x" = x’ =yx,” =|x|=|x,| etcomme : x, =0 et x, >0
=X, =1,
2 2 2 2
X |x1| — ) |x2| - — ) = X — X
x*+1 x,2+1 x*+1 x,*+1 x*+1 x,%+1

Si: x,<0etx,<0 =

= x7 =x," = X7 =X = |x|=|x,| et comme : x, <0 et x, <0
:>—x1=—x2:>x1=x2

A A

Donc: Vx, eR et Vx,eR :

=X =X,
x*+1 x,2+1

Ceci signifie que I'application f est injective.

3) Déterminons : /"~ ( {%}j
f_l(%}]:{XGR/f(X)E{%}}z{xeR/f(x):%}

Soit: xeR : f(x)=%©x2—2x|x|+1:0
Si: x20 xX-2xxx+1=0x2-22+1=0-—*=—-l*=1< =< oux=1

Puisque : x>0 f(x):%@le

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB

(<]



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB

. 1 .
Si: x=<0 x2+2x><x+1:O<:>x2+2x2+1:O<:>3x2:—1c>x2:—§ pas de solutions

Conclusion : f(x):%@ x=1

Par suite : /' ({%}j ={1}

4) a) Montrer que f est une bijection de R dans ] 1 1[
Soit: y€]-L1[ : Montrons que : xR tel que : f(x)=

f() yaxﬂﬂl Y

Utilisons un raisonnement par disjonction des cas :

Donc :EI!x=0€R tel que : f(x)=

Si:y= Oalors —0<:>x|x|:0<:>x=0

Si: yelo] anrs | | _y:>x>()
xzxjrl:y<:>x2=(x2+1)y<:>x2—x2y=y<:>x2(1—y)=y<:>x2=é>-0 car: y=]0,1]
a =y x= Y car: x>0

x*+1 -y

Donc: Si: y€]0,1] alors 3'xeR tel que : f(x)=
Si: ye]-1,0[ alors -1<y=<0

x|

Donc : =y=>x<0
x2+1
—y2 _
al o0 car: —-1<y=<0
x2+1 1+y

:y<:>—x2:(x2+l)y<:>—x2—x2y:y<:>—x2(1+y):y<:>x2:
= car:

2
— 2 :y{:}x:
x*+1 I+y

Donc: Si: ye]-10[ 3!xeR telque: f(x)=y
Conclusion : Vye|-11[ 3'xeR tel que: f(x)=

Par suite : f est une bijection de R dans ]—1,1[

=/ (»)

x=<0

Résumé : Si: ye[0,] f(x)=yox= 1
Yy

Si: ye]—l,O[ f(x):y<:>x:— %Zfl(y)

]—1,1[ —> R

,fﬁsz xe[O 1[
—x
—,/1+xs1 xe]—l,O[
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Exercice9: Soient E et F deux ensembles et soit f une application de E dans F.
1) Montrer que pour toute partie A de E, on a:A c f =1 (f(A)).
2) Montrer que pour toute partie B de F, on a :f(f =" (B)) c B.
3) Montrer que f est injective si et seulement si pour toute partie A de Eona A = f = (f(A4)).
4) Montrer que f est surjective si et seulement si pour toute partie B de Fona f(f ' (B)) = B

5) Montrer que f est bijective si et seulement si pour toute partie Ade E,ona: f(Z) = f(A)

Solution :1) Pour tout x € A4, f(x) € f(A) etdonc x € f ~' (f(4)),

Ce qui montre que A c f =1 (f(A4))

2) Pour tout y € f(f ~'(B)), il existe x € f 1 (B) tel que y = f(x), comme x € f ~' (B) f(x) € B
Ce qui entraine que y € B

Ce qui montre que f(f ' (B)) c B.

3) Comme « pour toute partie A de E,

Ona A c f ' (f(4)) » la question revient a montrer que :

« f estinjective si et seulement si pour toute partie A de Eona A > f 7' (f(4)) »

Si f est injective. Pour tout x € f =1 (f(4)), f(x) € f(A) ce qui signifie qu’il existe x ' € A
(Attention, a priori ce n’est pas le méme x que celui du début de la phrase) tel que f(x) = f(x")
comme f estinjective :x = x ', par conséquent x € A.

On a montré que f 7' (f(4)) c A.

Si pour toute partie AC E, f 7' (f(4)) c A

fx1)=fx2)=y

Onprend A ={x1}: f(A) = f({x1}) = {f(x1 )} = {v}

> (A)=fTON=f" )

D’apres I'hypothése f = (f(4)) c A

Donc{f " (y)}c{x1}Orx2€ f " (y)car f(x2)=y

Donc x2 € {x1 } par conséquent x1 = x2 ce qui signifie que f est injective.

Finalement on a montré I'équivalence demandée.

4) Comme « pour toute partie B de F,on a:

f(f 7 (B)) € B » la question revient @ montrer que :

« f est surjective si et seulement si pour toute partie Bde Fona: f(f ' (B)) DB »
Si f est surjective.

Pour tout y € B, il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective.

x € f 71 (B) entraine que : y = f(x) € f(f 7' (B)),

Cela montre que B c f(f ' (B)).

Si pour tout B c f(f = (B))

On pose B = {y}, alors {y} c f(f ™ ({y}))

ce qui s’écrit aussi y € f(f 7' ({y})),

il existe donc x € f =1 ({y}) tel que y = f(x),

Cela montre bien que f est surjective.
Finalement on a montré I'équivalence demandée

6)Supposons que f est bijective et Montrons que : f(Z) = /(4)
Soit : yef(Z):> Jx e 4 tel que yve f(x)

= dxe FEet xg A4 tel que yef(x)

Or xg A alors: f(x)¢ f(A) car

Si f(x)ef(A)alors:3aec 4 tel que y e f(a)

Donc: f(a)= f(x) etdonc: a=x car finjective

Donc : absurde

Donc: f(x)e f(A) :)f(X)Ef(—/l)
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Par suite : f(4)c f(4)
Inversement : Soit : y ETA) = yef(4)et yeF
Or y € F etfsurjective alors : Ixe £ y = f(x)
= f(x)e f(4) :>x¢A:>er:>f(x)=yef(Z)
Par suite : f(4)c f(Z)
Donc : si f est bijective alors : 1 (4)=f(4)
&) si f(Z)zm montrons que f est bijective

e Montrons que f est surjective
Il suffit démontrer que : f(E)=F

Si: A=0. = f(D)=/(?)=f(E)=0=E
Donc : f est surjective
e Montrons que f est injective

Il suffit de montrer que : (f(A)) = A
Ona:f(Z):TA):@:f(A):fl(TZ)):f (f(4)= /" (f( )):>A 1 (4)

Exercice10 : Soient £ ; I/ ; G trois ensembles et f une application de /' dans G
Montrer que : f est injective si et seulement si V(g;h)e(A(E;F))2 . fog=foh=g=h
Remarque : A(E;F)I’ensembles des applications de E dans F'.
Solution : =) On suppose que : f est injective
Soient : g;h deux applications de £ dans F’
Tellesque: fog=foh
Alors : VxeE ; (fog)(x)=(/h)(x)
Donc: VxeE ; f(g(x))=/(h(x))
Puisque : f est injective alors : Vxe E : g(x)=h(x)
Donc: g=nh
<) Au lieu de montrer que :
2
(V(g:h)e(A(EF)) 5 fog=foh =>g=h)
= f est injective
On démontre la contraposée :
C’est-a-dire : On démontre que :
f n’est pas injective = on peut trouver g;4 deux applications de £ dans F
Tellesque: g#h et fog=foh
f Nest pas injective = il existent a€ F;be F tels que : f(a)=f(b) et a=b

- giE->F  h:E->F
On définit : et On définit :
X a b
Ona: ( EF ) et g#h
Soit er f )(x = ( x)): =f )
=f(h(x))=1(b)=1(a)
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Ondoncaussi: feg=foh
Donc : on a établi que : par contraposée que :
(V(g:h)e(A(E;F)) 5 fog=foh =g=h)
= f est injective.
Le but est de tester si vous avez bien compris la définition de fonctions injectives, surjectives,
bijectives, a I'aide d'exercices simples. Faites bien attention aux ensembles de départ et d'arrivée

de ces fonctions
Exercice11 : Fonctions caractéristiques

1,:E—{0;1}
Soit A une partie d’'un ensemble E. On lui associe 'application suivante : 1 si xeAd
R {0 si x g A
1) Montrer que pour toutes parties AetBde E,ona:
a) Iy 4=1,—1,siAcB. b) Lyp =1,%1y
c) L, =1,+1,,siAetB sontdisjointes. d) L, =1, +1;,—1, ,
2) On note F(E, {0, 1}) 'ensemble des applications de E dans {0, 1}.
f:P(E)—>F(E, {0, 1})

Montrer que I'application :
g PP A1,

est une bijection.

3) Soit C € P(E).

Montrer que AAB = AAC si, et seulement si B = C. (En ne faisant que des calculs de fonctions
caractéristiques.)

Solution :1) (a), (b), (c) Les trois réponses étant similaires, on traite intégralement la premiére, et
laissons les autres au lecteur ou a la lectrice. Soient donc A et B deux parties de E telles que A € B.
On souhaite montrer que pour tout x € E,

I, ,(x)=1,(x)—1,(x)Soitx€E.

lercas:x €B\A.Onaalors /, ,(x)=1.

Comme x € B,ona I, (x)=1etcommex €A, I,(x)=0.
Ainsi, on abien: I, (x)—1,(x)=1-0=1=1, ,(x)

2nd cas : x €B\A.Onaalors que I, ,(x)=0.

De plus, il y a alors deux possibilités :
ou bien x & B, ou bien x € A.

Six B, alors [, (x)=0etx &AcarACB,

Donc : aussi 1, (x)=0.

Ainsi: I, (x)=1,(x)=0-0=0=1, ,(x)

Six € A, alors aussi x € B car A € B.

On aura donc 1, (x)—1,(x)=1-1=0=1,_,(x)Conclusion : dans tous les cas, on a bien montré
que pour toutx € E, 1, , (x)=1,(x)—1,(x)

Cestadire: I, ,=1,—1,

d) On utilise les questions précédentes et le fait que I'on peut décomposer AUB en trois parties
disjointes :

AuB=(A\ANB)U(B\ANB)UANB.

2) On doit montrer que f est injective et surjective. Commengons par l'injectivité.

On doit montrer que pour toutes parties 4 € P(E)et A'e P(E) tellesque /,=/,0ona A= A'.
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Soient donc 4 € P(E) et 4’ € P(E) telles que I, =1, Procédons par double inclusion.
Soita€ A.Onaalors /,(a)=1.0r I,(a)=1,(a)=1
Donc : a € A' par définition de £ , .
Ainsi, Ac A'. Par symétrie, on a aussi que A'C A. Conclusion : on a montré que pour toutes
parties : 4 € P(E) et A'€ P(E)tellesque: I, =1,0ona 4= A'cest-a-dire : f est injective.

Montrons que f est surjective.
Soit g € F(E, {0, 1}). Posons A={x € E | g(x) = 1} € P(E).

Montrons que : g = [, =f(A).
Soitx €EE. Six € 4, alors : 1,(x)=1=g(x)par définition de A4 etde /.

Six & A, alors 1,(x)=g(x)) par définition de A4 etde /.

Conclusion : On a montré que pour tout g € F(E, {0, 1}), il existe 4 € P(E) telle que g= f( 4 )c’est-a-
dire : f est surjective.
3) Soit C € P(E). Montrons que AAB = AAC si, et seulement si: B = C.

AAB = AAC équivauta: £,z =1 ¢
f:P(E)—F(E, {0, 1})
Car: AT,

AAB = AAC équivauta: £,z =1,

De plus, par la question 1), on a:

I,.,=1 =L =Ll =1, + 1, =21, x I, =172 +1,7=21,x1,

488 = 4 (40B)~(4nB

est injective

Cette égalité vient du fait que [, et I, sont a valeurs dans {0, 1} etque 02=0et1'=1.
Donc: 1, =(1A —13)2

Ainsi, AAB = AAC équivauta: (1,=1,) =(1,~1.)

Attention : ceci n’est équivalenta [, —I,=1,-1.

que si les deux cbtés de cette derniére égalité sont de méme signe.
En fait, c’est toujours le cas.

En effet, six € A, alors 1, (x)=1et I,(x)—1,(x)>0car I,(x)€ {0, 1}, idemona:
1, (x)—]c (x) >0

Six & A alors 1,(x)=0et I,(x)—1,(x)<0car I,(x)e€ {0, 1} etencore I,(x)—1.(x)<0.
On a donc bien dans tous lescas : {,—1,=1,—1. Ce quiéquivauta: 1, =1

et, comme f est injective, ceci équivauta : B = C.

Exercice12 : Résoudre dans : 4(R;R) léquation :V(x;y)eR*; f(x+y)=x+)?
A(R;R) : désigne 'ensemble des applications de R dans R

Solution : Soit : S={feA(R;]R)/V(x;y)e]Rz;f(x;y)=x+y2}

On raisonne par double implication :

Soit: fes=V(xy)eR®; f(x+y)=x+)?

= vreR ; f(x+0)=x (y=0)

=>vVxeR ; f(x)=x (y=0)= fe{ld;} Donc: Sc{ld,}
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Inversement : montrons que : {IdR} cS
Soit: fe{ld;}= f(x)=x ; ¥xeR
Et Soit (x;y)eR’Ona: f(0+2)=2#0+2"=4
Donc: Id, ¢ S
Conclusion: S=O

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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