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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction Série N°10 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 :1) Ecrire en extension les ensembles suivants :
-7 8
a) A:{an/7£a2£§} b)B:{xeR/x2+x+1:O} C) Cz{(a;b)eNz/a+2b=7}

2)Ecrire en compréhension I'ensemble suivant : £ = {1; 4;9;16; }

3)Ecrire en compréhension I'ensemble Des multiples de 5 dans N
8

=7
Solution : 1) a) A={an/7Sa2£§}
A={-3-2-1,0,1,2}
b)B:{xeR/xz—x+ZSO}
A:(_1)2—4><2><1=—7<0 . le signe dex?—x+2:estceluidea=1>0

Cest-a-dire : VxeR/x2—x+2>0
Donc: B=J

c)C={(a;p)eN’/a+2b=17}
Soit : (a;b) e N?
(a;b)eH<::>(a;b)eN2 et a+2b=17
<:>(a;b)eN2 et 2b=7—-a
= (a;b) eN’ et 2b€{0;2;4;6}
2b=0=b=0<=a="7
2b=2<=b=1<=a=5

2b=4<=b=2<a=3
2b=6=b=3<=a=1

Donc:Cc {(1;3);(3;2);(5;1);(7;0)}
Inversement : {(l;3);(3;2);(5;1);(7;0)} cC
Donc: C= {(1;3);(3;2);(5;1);(7;0)}

Exercice2 : Soient les ensembles suivants : E:{Sl’l::-z /nelZ } et F={2n6_8 /neZ }

4
1) Montrer que : —%eF et —§€E

2) Montrerque : EcCF
3)Est-cequona: E=F?

4
Solution :1) a) Montrons que : ~3 eF

4 2n-8 & 2n-8

—%eF@EIneZ/—Ez c>3neZ/—§= dnel/-8=2n-8<=IneZ/0=2n

—%eF <TdneZ/n=0

Il suffit de prendre : n=0
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2n-8 2x0-8 -8 -4

On peut vérifier que :
P g 6 6 3

Par suite : —% eF
4
a) Montrons que : 3 )

4
Supposons par I'absurde que : —5 eF

4 5n+2

4
—§€E<:>E|neZ/—§ <IAneZ/5n+2=-4

SIAnelZ/Sn=-6<IneZ/ nz—%%Z

. 4
Contradiction : Donc : ~3 g E

2) Montronsque : EcC F
Soit: re £ Montronsque : reF ?
Sn+2

reEs3dneZ/r=

Pour montrer que : r € I Il suffit de trouverun : n'eZ tel que : r = 2"6_8

S5n+2 2n'—8
r= et r=

2n'—8 Sn+2
Donc : =
3
2n'—8 10n+4
Donc : = 6

Donc: 2n'—8=10n+4 <2n' =10n+12<<n'=5n+6 €7
Donc : Il suffit de prendre : n'=5n+6¢€%

Par suite : re F

Conclusion: EcCc F

4 4
3) Comme : _EGF et —geéE alors: Fz E

Par suite ;: E#F
Exercice3 : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .

Monter que : AnB=ANC < ANB=ANC
Solution : Démontrons la double implication.
—>) On suppose que : ANB=ANC

v' Soit xe AnB montrons que xe ANC ?

xeANB=>xeB et xeAd
—=>x¢gBetxed
=>x¢ANB =x¢ANC et xe A4
=>x¢gCetxed

—xednC
Donc : on a prouvé l'inclusion : AnBc ANC (1)

v Soit xe AnC montrons que xeANB ?
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xeANC =>xeC et xe 4
=xgCetxed
=>xgANC =xgANnBetxeAd
—=>x¢gBetxed

—xedNB
Donc : on a prouvé l'inclusion : AnCc4nB (2)

(1) et (2) = ANB=ANC
Par suite : AnB=ANC=ANB=ANC
<=) On suppose que : 4AnB=ANC montrons que ANB=ANC
D’aprés : I'implication =)
ANB=ANC => AnB=A4ANC
=>ANB=ANnC
Par suite : AnB=ANC=ANB=ANC
Conclusion : AnB=ANC < ANB=ANC
Exerciced : Soient 4 ; B ; C des parties d’'un ensemble E .
Simplifier les expressions suivantes :
a)An(AUB)

b) [Au(AmB)]uB
c) (AmE)U(AmB)

Solution : Remarque : /es propriétés suivantes sur les Opérations sur les ensembles :
Sont a retenir

1) Pour tout sous-ensemble AdeE,ANA=A,ANE=AetANQ = 0@;.

2) Pour toutes parties AetBde E,ANB=BNA.

3) Pour toutes parties A,B,Cde E: ANB NC )= (ANB)NC (que 'on note AN BNC).
4) Pour tout sous-ensemble Ade E,AUA=A,AUE=E etAug =A.

5) Pour toutes parties AetBde E,AuB=BUA.

6) Pour toutes parties A,B,C de E ,A U(B uC ) = (A U B)uC (que I'on note Au B UC).
7) Pour toutes parties AetBdeE,ANBcAcAuUB.

8) Si A,B et C sont trois partiesdeE:AcB=>(ANCcBNC)et(AuCcBUC).

9) SoientAB,CeP(E). Alors:ANBUC)=(ANB)U(ANC) et AuBNC)=(AUuB)NAUC)
10) Pour toutes parties A\ Bde E,ona: AN(AUB)=AetAUANB)=A.

11) Pour tout ensemble E, E = 0; et; J=E.

12).VAEP (E), 4=A.

13)VABeP(E)AcB& B c4

14) Soient A et B deux partiesde E . alors : AuUB= AnBet AnB= AUB

15) Soient E et F deux ensembles. Le produit cartésien de E et F , noté E x F , est 'ensemble des
couples (x,y ), ou x est un élément de E ety un élément de F .
ExF={x,y),xeE,yeF}

ATTENTION ! L’ordre est fondamental ! Le couple (x ; y ) n’est pas le couple (y ; x ).
Lorsque E = F , le produit cartésien E x E est noté E 2.

a)AN(AuB)=(AnA)u(ANB)=AU(ANB)=A car AnBc 4
b) [Au(ANB)|UB=(4UB)U(ANB)=AUB car AnNB< AUB

c) (AmE)u(AmB):Am(EuB):AmE:A
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Exercice5 : Soit @ un nombre réel on considére les deux ensembles suivants :

A:{er/|x+l|£3} et B:{er/|2x—a|£4}

1) Ecrire A4 en extension

2) Déterminer les valeurs possibles de d pour lesquelles ANB=O
3) Déterminer les valeurs possibles de d pour lesquelles NNB=O
4) Déterminer les valeurs possibles de d pour lesquelles B N

Solution : 1) il est aisé de voir que : 4={-4;-3;-2;-1,0;1;2}
2) B:{er/—4S2x—aS4}={er/2x—4£a£2x+4}
Donc : ng{er/Zx—4>a ou a>2x+4}

ANB=0 < AcC) & VxedxeC,
S Vxed, 2x—4>=a ou a=2x+4

SVxed;a e]—oo;Zx—4[u]2x+4;+oo[ @aem(]—OO;ZX—4[U]2X+4;+OO[)

xeAd

Puisque : 4={-4;,-3;-2;-1;0;1;2} on obtient tANB=0 < ae(]-032(=4) =4[ U]2x2+4;+])
Sae (]—oo;—lz[u]& +oo[)

3)0na: B={xeZ/2x-4>a ou a>2x+4)

Donc nous pouvons écrire ‘NNnB=@<NcBeVreN ; xeB

& VxeN;a e -0, 2x -4 U [2x +4;+00]

Sae m(]—oo; 2x -4 U2x+4; +oo[) & aelo—4

xeN

3)0na: B:{er/—2+%Sx£2+%}
Donc : BCN<:>B:LVXE{XEZ/_2+%Sx£2+%}j;XEN

<:>—1<—2+%<:>—2<—4+a<:>2<a

S ]2 400 = [oos4]
Exerciceb : Soit I'application : Ax
X

x+2
1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective

3) En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. 1

4) a) Vérifier que : Vx e |-2;+o0[ f(x)=4- . i 5
b) Déterminer : f([0;+oo[) et 1 (]—00;2[)
SR _ 4x
Solution : 1) f(x)= -
Soient x, € ]—2;+oo[ et x, e]—2;+oo[
F)=F ()= Ao B B (3, +2) =, (% +2)

x+2 x,+2  x+2 x,+2

= XX, +2x, =xx, +2x, = 2x, =2x, = X, = X,
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Ceci signifie que I'application f est injective.
2)Soient y € |-o0;4{
Résolvons dans |-2;+o0[ I'équation : f(x) =y
Soit : x e]—2;+oo[
f(x):y<:>4—x2:y<:>4x=y(x+2) car XE]—2;+OO[ donc x+2#0
x+

Sdx-xy=2y ox(4-y)=2y et yel-o4
Donc:4-y#0 @xzz—y

4-y

2
Vérifions que : x = ) 4

€ |-2;400[ 272

2_y_(_2):2_y+2:2y—2y+8: 5 0 car y e |04

4—y 4-—y 4—y 4—y
Donc: x= 2y € |-2;+oo[ ?
4-y

Donc Vy € |-o0;4[ Ixe|-2;+o0[/ f(x)=y

Ceci signifie que I'application f est surjective.

3) On a d’aprés les questions précédentes que I'application f est injective et surjective, ceci signifie
d’aprés un théoréme que I'application f est bijective.

{f<x>=y L=
x € ]-2;+90] y el

Donc : Vxe -4 ; f7'(x)=

|
(]
—
[\
9

4) a) Soit : x € |-2;+o0[

_ 4x  4x+8-8 4(x+2) 8 8
f(x)—x+2— N & -V
b) / ([0s+o0[) =2
f([0;+00[) = {f(x)/x S [0;+oo[}

xe[0;+0] ©x+2220<

£l<:>0< <ds - >4 4-
x+2 2 x+2 x+2 x+2

>0 f(x)=0
x €[ 0;+00[ < f(x) €[ 05400

S ([0ee]) = [0r420]

S ([211])=22

S ()= fre e (x) e 2]

, 2 8
Soit : xe|-2;400] 1 xe f (]—oo;2])¢> f(x)<2e 4_x+2

<2

<2 8 22 >l 0<x+2<4 = -2<x<L2

- < 2
x+2 x+2 x+2
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xef™ (]—00;2]) oxe 22
Donc : ' (J-o0;2]) =]-2:2[ N ]-2s+00] = ]-2:2]
}l ; +ool: —-> R
Exercice7 : Soit f I'application : 2
X Axr—x+1

1)Montrer que : 1 est injective

R—>R
2)I'application g: est-elle injective ? justifier
X A/x*—x+1

1 1
Solution : Montrons que : f est injective : Soient x, € }E;ﬁ-w{ et x, € }E;Jroo[
Montrons que : f(x,)=f(x,)=x =x, ?

Supposons que : f(x,)= f(x,)
Donc : \/xl2—x1+1 :\/x22—x2+1:> x>2—x+l=x,>—x, +1

:xlz—xzz—(xl—xz)zO :(xl—xz)(xl+x2)—(x1—x2):0
:>(x1—x2)(x1+x2—1):0 =x,—x,=0 ou x,+x,-1=0

=X =X, ou x;+x,=1

Donc : \/xlz—x1+1:\/x22—x2+1:xl:x2 ou x,+x,=1
1 1
Or: x € L+oo et x, € [4+0[ = X, o et x, N <% =1 = x xx, #1

X, X.
Donc : L 2

= =X =X,
x2+x+l x4 x,+1

Par suite : 1 est injective

R—>R
2) Montrons que : g: n’est pas injective
X Ax*—x+1

Onprend: x;, =0 et x, =1 : g(0)=4/02-0+1=1cet g(1)=12-1+1=1
Onadonc: 0%2 mais: g(0)=g(1)
Ceci signifie que 'application g n’est pas injective

f"R—>R
Exercice8 : Soit I'application : x
X
1+|x|

1) a) Montrer que : f(R)c]-L1[ :
b) f est-elle surjective ?

c) Déterminer : /' ({%}j S ({3))

1

2) Montrer que : /' GO, ED =[0,1]

3) Montrer que f est injective
4) Montrer que f est une bijection de R dans ]—1,1[ et Déterminer sa bijection réciproque. f'
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Solution : f(x)= 1+x|x|
S

R T

1)a)SoitxeR:ona:‘f(X)‘= car 1+|x|>0

Ona: |x|<|x|+l car |x|+1—|x|:1>0

L4l
1+|x|  1+|x]
Donc: VxeR : —1< f(x)<1
C'est-a-dire : f(R)c]-11]]
byOna: vxeR : -1< f(x)<1

Donc : par exemple 1 ou 2 n’admet pas d’antécédents
Donc f n’est pas surjective

¢) Déterminons : /" ( { % }j
I [%}]:{XER/f(X)E{%}}:{xeﬂ%/f(x):%}

Soit: xeR : f(x)=%<:>%|x| ;

Si: x20 2x—|x]-1=0=2x—x-1=0x=1

Donc : c'est-a-dire : ‘f(x)‘ <1

< 2x— |x| 1=0

. 1 .
Si: x=<0 2x—|x|—1=0c>2x+x—1=0<:>3x=1c>x=§ pas de solutions : car x <0

Conclusion : f(x):%@ x=1

Par suite : /' ({%}j ={1}

f({3})=2 car vxeR : f( )<1et 3>1
2) Montrons que : f( j
gl Al
(o3 et
xef” [Ol} &0 f(x)<= ©0£—£l©03x£1+—|x| car : 1+[x|>0

2 2 + 2 2

1+|x] I+x
&0<x<—— ©0<X<T car x>0 etdonc: |x|

<
0<x 0<x 0<x
S 1+ & e0<x<lexe[0]]
x<— 2x<l+x  |x<1
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NN S
Alors: xe f IHO,EDCNCG[OJ] et par suite : f l({O,ED :[0’1]

3) Soient X, €R et x, eR
Montrons que : f(x,)=f(x,)=x, =x,
Supposons : f(x,)=f(x,)

X

- A X x | | x
f(xl) f(xz):>1+|x1| 1+|x2| = 1+|lx,| = 1+|2xz||
X, X.
L0 el 1)
= [ [l |+ ] = |+ o | = | =
'xl xZ 'xl x2

On remplace dans : =X =X,

= = =
1-|-|x1| 1+|x2| 1+|xl| 1+|x1|
Donc f est injective
4) Montrer que f est une bijection de R dans ]—l,l[

e Ona:f estinjective de R dans R
Donc :f est injective de R dans ]—1,1[

Soit: ye]-L1[ : Montrons que : IxeR tel que : f(x)=y ?
X
= &S — =
fx)=y o=y
Utilisons un raisonnement par disjonction des cas :

Si: y=0 alors X 0o x=0
|x|+1

Donc :3!lx=0€R tel que : f(x)=0

Si: ye]0,1] alors M%:y:nwo

—|x|+1=yQﬁ=y<:>x:(x+l)y<:>x—xy:y<:>x(1—y):y<:>x:$ car: y:](),l[

Donc: Si: y€0,][ alors IxeR tel que : f(x)=y
Si: ye]-1,0[ alors -1<y=<0

Donc :

S 0
FIShEdatn

L:y<:>x:(l—x)yc>x:y—xyc>x+xy:yc>x(l+y):y<:>lei car: —-1<y=<0

I-x +y
Donc: Si: ye]-1,0[ JxeR telque: f(x)=y
Conclusion : Vye]-11[ 'xeR tel que: f(x)=y

Par suite : f est une bijection de R dans |-1,1]

Résumé : Si: ye[0,]] f(x)=y<:>x=li=f_l(y)
-y
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Si: ye]-10 f(X)ZyCHCZ%:fl(y)

L [—>R

" Si xX€ [0,1[
Sa réciproque est I'application f~'définie par : x — Y

2 sl x € ]—1,0[

I+y
Jx
Exercice9 :1) Montrer que : Vxe|0;1] :0< —————<1
) a [ ] \/;+\/1—x
f:[0;1] > [0:1]
2)Soit I'application : Jx
X =
\/;—h/l—x
Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque
Solution : 1) Montrons que : Vxe[O;l] :0< L <1
\/;+ 1—x
Soit: xe[0;1] ; Ona: 0<x<I=0<x<ler 0<1-x<1
Jx
Donc: 0<————(1
Jx+1-x )
Montrons que : L <1
\/;+ 1-x
Jx _1_\/;—\/_—\/1—)6 Y <0
«/;+\/1—x «/;+\/1—x \/;+ 1-x
Donc: L <1
\/;-l- 1—x
) A ki .1 4 . J;
D’ou d’aprés (1) et (2) on en déduitque : 0 < ————=—=<1
\/;-i- 1—x
f:[0;1] - [0:1]
2)Soit I'application : Jx
X

Montrons que f est une bijection et déterminons sa bijection réciproque.
Soit y E[O;l];

Résolvons dans : [0;1]; I'équation : f(x) = y
f(X)=y©%=y®\/§=(x/§+\/l—_x)xy

ex(1-y)=1-x «:>(«/§(1—y))2 =(» 1—96)2

<:>x(1—y)2 =y’ (1-x) @x(l—y)2 +x° =)

2 2

ooy
(1-y) +y* 20" -2y+1

sx((1-y)+y* )=y o x=
(( y) y) y
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2
Comme : zy—e[();l]
2y"-2y+1

Ceci signifie que I'application f est bijective.
S [0:1] > [0:1]
Sa réciproque est I'application ' définie par : 2

X —
2x? —2x+1

R? > R?

Exercice10: Soit I'application r:
(y) (x+y 5 xp)

1) a) f est-elle injective ?
b) f est-elle surjective ?
2) Soient les ensembles :  E={(x;y) eR*/x< y}

Et Fz{(s;p) eRz/s2—4p20}

Montrer que : f(E)=F

3) Soit g la restriction de f sur £

Montrer que g : est une bijection de E vers F et déterminer sa bijection réciproque gil
Solution : 1) Soit : (x;y) € R?

On remarque que : f(x;y)=f(1;x)

Eneffet: f(xy)=(x+y ;)=(y+x ; yx)=f(:x)

En particulier par exemple : /(0;1)=(0+1 ;0x1)=(1+0 ;1x0)= f(0;1)mais (1;0)=(0;1)
Donc : f n'est pas injective

2) Soit: (s;p) eRxR ; 3?(x;y)eR?

Telque : f(x;y)=(s;p) 2?

x+y =s

Xy =p

< (x; ) est solution de I'équation : X2 —sx + p =0
S A=5?—4p=>0

f(xy)=(sp) ©(x+y s 1)=(s:p) @{

Donc:si A=s2-4p=<0 f(x;y) = (s;p) n’a pas de solutions donc f n’est pas surjective

En particulier par exemple : (s; p)=(1;1)
A=1?2-4x1=-3<0
L'équation : f(x;y)=(L;1) n’a pas de solutions dans R>.

Donc : (I;1)e R et n’a pas d’antécédents par f
Donc : f n’est pas surjective

3) Soit g la restriction de f sur £
Montrons que g : est une bijection de £ vers F et

Déterminons sa bijection réciproque g :Soit : (s;p) € F ; 32(x;y)eE
Tel que : g(x;y)=(s;p) 2?
g(xy)=(s:p) ©(x+y ;0)=(s;p) et s2—ap=0
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{x+y =S
= et s2—4p>0
xXy=p
Donc: (x;y) et x < y est solution unique de I'équation : x2—sx +p=0
Donc: g : estune bijectionde E vers F

s—ys?—4p s+4/s*=4p

et x=

X—sX+p=0x=

2 2
g(xy)=(s:p) Cb(my)=gl(mp)=Ls_ i_4p;s+thZE}

g :F>E

(x_y)H[x—1/x2—4y _x+«/x2—4yJ
’ 2 ’ 2

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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