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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Correction Série N°1 : ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Exercice1 : Vraie ou Faux
1) L’ensemble des multiples de 1 est : N

2) L’ensemble des solutions de I'équation : x* —1=0dansR est: S = {—1;1}
3) 2% eD : 'ensemble des nombres décimaux

Solution : 1) 7 est un multiple de 1 signifie : n=kx1 avec kN
Ona: 0=0x1 donc: 0 est un multiple de 1

Mais : 0 ¢ N* donc : faux

2) Soit S’ I'ensemble des solutions de I'équation: x* —-1=0

Soit xeR : xeSex'-1=0 ()1 =0 (x*=1)(x +1)=0
xeS & x*—1=0 ou x*+1=0
xeSex'=1oux’=-1 or ¥ =-1 n'a pas de solution dans R
xeSeox=1 oux:—l(:)xe{—l;l}

Donc: S = {—1;1} donc : vraie

3) 3 _3x4 12 12 e D : I'ensemble des nombres décimaux donc : vraie

25 25x4 100 107
Exercice2 : Ecrire en extension les ensembles suivants :

1) D={neZ/n/6} 2) A={neZ/n+1>n’
17
3)B={xe@/(x2—3)(x2—3x+2)=0} 4)C={HEZ/’12+1 EZ}

Solution : 1) 6=1x2x3 : D, ={-1;1,2,-2;3,-3;-6;6}
Soit neZ: neDen/6 & ne{-1;1,2;,-2;3,-3,-6;6} Donc: D={-1;1;2;,-2;3;-3;—6;6}
2) A={neZ/n+12n2}

Soit neZ : nedeon+l>nrPonr—-nle0<nrP—n<l
neAc>n2—n:0<:>n(n—l):0<3n—1:0 oun=0

neA@nzloun:O(:)ne{O;l}

Donc: A={0;1}
3)B={xe@/(x2—3)(x2—3x+2)=0}

Soit x€Q
xeB@(x2—3)(x2—3x+2)=O

xeBex -3=0 ou x’-3x+2=0
xeBox'=3ou x2—2x—(x—2)=0

xeB&e x=—3 ou x:\/gou (x—2)(x—l):0
or —3 zQ et NE) zQ

xeB<= x—2=0o0oux+2=0
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xeBox=2 oux=-"2<xe{-2;2}

Donc: B={-2;2}

4)C={neZ/ 17 EZ}
n*+1

Soit neZ: neCe— eZLen+1/17eZ < n*+1e{l;17} Car: n2+1>0

n*+1
neCsn?*+l1=1ou n*+1=17
neC<n*=0 ou n?>=16
neC<=n=0ou n=—4 ou n=4

Donc: C={-4;0;4 }
Exercice3 : On considére les ensembles suivants : £ = {1; 2;3;4;5;6;....;20}

A et B deux parties de Etel que :A={xeE/ x=4k;keN} et B={xeE | x=3k;keNj}
1) Ecrire en extension les ensembles 4 et B.

P . . A B AUB ANB A B A B
2)Déterminer les ensembles suivants :C,;, ; C; ; C,”" ;C,"" ; C, UC, et C;, NC;

3) Comparer : a) C;7% et C; N C}

b) C;"" et C; UC}

Solution : 1) A={4;8;12;16;20} et B= {3;6;9;12;15;18}
2) C; ={xeE/xg A}

C; ={12;3;5,6,7;9;10;11;13;14;15;17;18;19}
C, ={xeE/xeB}

Cg ={1;2;4;5;7;8;10;11;13;14;16;17;19;20}
AnB={12}

AU B={3;4;6;8;9;12;15;16;18;20}
Ci" ={1;2;5;7;10;11;13;14;17;19}

C;"" = E—{12} ={1;2;3;4;11;13....; 20}

C; NCy ={1;2;5,7;10;11;13;14;17;19}

C; uCy ={1;2;3;4;11;13....; 20}

3) On remarque que :

a) Ci% =C/nC; b)) Ci™"=CluC]
Exercice4 : Vraie ou faux

1 .
1) {—%;%}c D : 'ensemble des nombres décimaux 2) {\/E;g;()} cR
3) (101} c {neZ/ 2 ez
|n|+1
Solution : 1) il faut montrer que : —leDet leDOr: —l:—iz—ileDet 1_5_
5 2 5 10 10 2 10
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. I 1 ]
Par suite : {——=:; = < D donc : vraie
52
2) {«/2;é;0}cR* ??
1 . . 1 .
Ona: /2 eR" et geR* mais : 0 « R* Par suite : \/2;§;0 z R" donc : faux

3) {—120;1}C{HGZ/162}? On pose : A:{neZ/ﬂeZ}

|n|+1 |n|+1
Ona: -leZet M:_—zz—leZ donc: —-1€ 4
-1]+1 2
EtOna: 0eZet &=9=OGZ donc: 0e 4
0[+1 1
Etona:leZet ﬁzzzlez donc:le 4
+1 2

Donc: Vne{-1;0;1} =>ne 4

2
Donc : {-1;0;1} = neZ/ - c7\ vraie
|n|+1
Exercice5 : 4={k eZ/|2k+1 <3} et B ={-2,-1,0,1}
Montrons que : A =B
Solution : Conseils méthodologiques :

Pour montrer que E = F, on montre que :E c Fetque F c E.
Soit keZ

kedokel et2k+1|<3e keZ et 3<2k+1<3<keZ et 4<2%<2&

keZ et 2<k<le ke{-2-1,0;1} < keB
Doncona: ked<keB
Donc:A=B

S5x+1
x+1

ExerciceG:A:{xeR—{—l}/ <2} etB:{xeR/|x|<l}

Montrons que : 4= B
Solution : a) On va écrire 'ensemble 4 en extension

Sx+1 Sx+1 3x-1

Soit xeR— {1} xedo <20 2200 <0
x+1 x+1 x+1

3x—1:0<:>3x:1<:>x:%

x+1=0=x=-1

Tableau de signe :

x| —oe —1 3 oc

Jir—1 — — Ir -+

a1 — [Ir -+ +

Gar—1 _

== Bl P
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x+1
b A}ll[
onc: A= |-1;=
3

b) Soit xeR :xe B |y <1 e -1<x<lexel-L]

xede 3x_1<0@}—1;%{

Donc : A=]-L]]
Donc: 4= B
Remarqgue : on peut sans écrire 'ensemble 4 en extension
1 7
1 1 Sx—+1 — 7
Remarquer que : EEB car|—{<1 Mais : EeZA car: 12 =%=§_2 Donc: 4= B
i+1 -
2 2

Exercice7 : Soit E={O;l;2}} déterminer tous les ensembles inclus dans E. Qui s’appelle
'ensemble des parties de E et se note P(E).

Solution : P(E) = {@;{0};{1}:{2}:{0;1}:{0;2}; {1;2}; E}
Exercice8 : Ecrire en extension les ensembles suivants : 1) P(P(J)) 2)P(P({a;b}))
Solution :1) Il est aisé de voire que P(J)={J}
ponc - P(P(2)={2:(2)]
2) P(P({a;b})) :

P({a;b}) ={@;{a};{b}:{a;b}}

(P({a oh)={2: (@)l bttt (@al)s d{@n b)) (@ {asb}) s {{a) s (b} s {a) {as b))
a2 1 22 8 e} s 2 )2 st )
;{@;{a};{b};{a;b}}}
Exercice9 : Soient 4 ; B ; C trois parties d’un ensemble E ={1;2;3;4;5} telles que :
AUB={2;3;4,5} et AnB={24}et ANC={2;3} et AUC={1;2;3;4]

1) Déterminer: 4 ; B ; C
2) Déterminer : AAB et BAC et CAA
Et vérifier que : (AAB)AC = AA(BAC)

Solution :1) A={2;3;4} ; B={2;4;5}; C={1;2;3}
2) ANB= =(AUB)\ (ANB)
AAB ={3;5} et BAC ={1;3;4;5}

@
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CAA = {1;4)
(AAB)AC ={3;5} A{1;2;3} ={1;2;5}
AA(BAC) ={2;3;4} A{1;3;4;5} = {1;2;5}
Donc : (AAB)AC = AA(BAC)

Exercice10 : Soient A, B et C trois parties d’'un ensemble E.
Montrerque: 1) AU (BN C)=(AUB)N (AU C)

2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Solution :1)Il s’agit de résultats du cours que I'on peut utiliser sans démonstration mais cet
exercice demande de les redémontrer.

Sixe Au(BNC)Alors (x e Aoux € (BN C))

Alors (x € Aou (x € Betx € ())

SixeAalorsxe AUBetxe AUC,

Par conséquentx € (AU B)N (AU C).

Si(xeBetxe(C)alors(xeAuBetxe AU ()

Doncsi(x€ Aou (x € Betx € ())

Alors (x e AUBetxe AU )

Onamontréque AU(BNC)c(AUB)N(AUC)
Sixe(AuB)N(AuC)alors(xeAUBetxeAUuC).(xeAUBetxeAUC)

S ((xeAouxeB)et(xe Aoux € ())

Si(xeAet(xe Aouxe ()

Alorsxe ANAouxeANC

Si(xeBet(xeAouxeC())

Alorsxe BNAouxeBNC

Alorsxe AouxeANCouxeEBNAouxeBNCAlorsxeAouxeANCcAouxeEBNACA
oux€eBNC

Alorsxe AouxeBNC

Alorsxe AU (BN C)

Onamontréque (AUB)N(AUC)c AU (BN C)FinalementAU(BNC)=(AUB)N (AU C)
2)SixeAN(BUC)Alors (xe Aetx e BU ()

Alors (x e Aet (x € Bou x € ())

Alors (xe AetxeB)ou(x € Aetx € ()

Alorsxe ANBoux€eANC

Alors x e (AN B)U (AN C)

Onamontréque AN(BUC)c(ANB)U(ANC)

Sixe(ANB)U(ANC)Alorsxe ANBouxeANCAlors(xeAetxeB)ou(xeAetx € ()
Alors (x e Aoux € A)et(xe Aoux € C)et

(xeBouxeA)et(xeBouxeC()

Alorsxe AetxeAuCetxeBUAetxeBUCCommexeAetxeAUCetxeBUA
Entraine que x € A

x€E(ANB)U(ANC)=>x€eAetxeBUC=>x€AN(BUC)

Onamontréque (ANB)U(ANC)c AN(BUC)

Et finalement AN (BUC)=(ANB)U (ANC)

Exercice11 : Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble E .

AcB

Démontrer I'implication suivante : {BcC=A4=B8=C
Cc4
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Ac B

Solution : On suppose que : 18cC Montrons que : 4=B=C?
Cc4d

Ona: AcBetBcCalors: AcC
Ona: CcAdet AcC alors: A=C
Ona: BcCetCcAdalors: Bc A4
Ona: AcBet Bc A alors: A=B
Ona: A=B et A=C alors: A=B=C
Exercice12 : Soient A ; B et C des parties d'un ensemble non vide £
Monter que par contraposition les assertions suivantes :
1VANB=AUB=>A=B
2)ANB=ANnC et AUB=AUC=B=C
Solution : 1) Montrons que : A#B=>ANB# AUB
On suppose que : 4= B
Alors : 3xe A—B ou Ixe B—4
1¢'cas: Ixe A-B
xeA-B=xecAet x¢gB

=>xeAuB et xgANnB

= AUB#ANB
2¢"cas: IxeB—A4
xeB—-A=xeBetxgA

=xeAuB et xgANnB

= AUB#ANB
Donc: A#B=>ANB#AUB
Par contraposition on déduit que :
ANB=AUB=A=B
2) Montrons que :B#C= ANB#ANC ou AUB#AUC
On suppose que : B=C
Alors: 3xe B—C ou IxeC-B
1¢cas: IxeB—-C=xeB et xgC
Sixedalors: xedAnB et xgANC

= ANB#ANC
SixgAdalors: xeAuB et xgAUC
= AUB#AUC

Donc: B#C= AnB#ANC ou AUB#AUC
Par contraposition on déduit que :
ANB=ANnC et AvB=AuUC=B=C
Exercice13 : Soient les ensembles : 4 ={%+2k?ﬂ:k eZ} B:{§+2k?ﬂ:keZ}

Monter que : ANB=Y
Solution : On suppose que : ANB =

Donc: 3x,€R x, €4 et x, € B
T Lk T Sk
< 3(ksk,)eZ?: x0=5+21? et xozz+2 25
Donc QH(kl;kz)eZ2:Z+2kl_”=Z+2kz”
2 5 4 5

2 1 . .
Donc : g(k1 —k,)= Vit k —k, = —g contradiction avec la faite que &, —k, <7 et —gez Donc :

ANB=J
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Exercice14 : Soient les ensembles : £ = {(x;y) eR?/x*—xy—-2y? :O}
F:{(x;y)eRz/)Hy:O}
H={(x;y)eRz/y2—2y(x+1)+2x=O}
1) Montrerque : Fc E
2) Déterminer y de Rtelque: (Ly)eE ;estcequeona ECF ?

3) Montrer que : E=FuwG ou G estun ensemble a déterminer
4) Soient les ensembles : 4= {(x;y) eR2/y=x+1++/x2+1= 0} ;

B:{(x;y)eR2/y:x+1—\/x2+ :O}

a) Montrerque : H=AUB
b) Déterminer : HNF
Solution : 1) Montronsque : Fc E ?

Ona: (x;y)eF<:>x+y:0<:>y:—x

= x?—xy—2y*=y*+y*-2y*>=0 :>(x;y)eE
Donc: FcE

2) (Ly)eEel-y-2y*=0=(1+y)(1-2y)=0

1

1 1
D | ;= |eE L—|gF
o (11) 1)

Donc: 3(x;)eR?/ (x;y)2 F et (x;y)ek
Donc: E¢ F
3) (x;y)eEc>x2—xy—2y2:0c>x2—2xy+xy—2y2:O
c>x2+xy—2xy—2y2=0<:>x(x+y)—2y(x+y)=0
c>(x+y)(x—2y)=0c>x+y=0 ou x—2y=0
&(xy)eF ou (xy)eG
Avec : G:{(x;y)eR2/x—2y:O}
Donc : ¥(xy)eR? (x;y)eEe (x;y)eF ou (xy)eG
Donc: E=FuUG
4) a)(x;y)eH & y*=2y(x+1)+2x=0
<:>y2—2y(x—|—1)+(x—|—1)2—(x+1)2—|—2x=0@[y—(erl)]z=(x+1)2—2x<:>[y—(x+1)]2=x2+1
<:>y=x+1+\/x2ﬁ ou <:>y=x+1—\/E<:>(x;y)eA ou (x;y)eB
Donc: H=A4AUB
4)b)(x;y)e HNF < (x;9)eH ou (xy)eF
< x*-2xy+2x-2y=0 et x=-y

{x2+2x2+2x+2x:0 {3x2+4x=0 {x(3x+4)20
2= 2= 2=

x=-y x=-y x=-y
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x=0ou x=—— 4 4
& 3& x=Oety=Ooux=—§ety=§

J}

Donc : (x;y)eHmF@(x;y)e{(O 0); (
S |l +o0] = 25400

ual-b
wl-b

wer-fon{ 53]

Exercice15 : Soit I'application : Iy
X —
x—1
Montrer que f est injective
. 2x
Solution : =
f(x) x—1

Soient x, € |l;+0[ et x, € [I;+oo[

F(n)=r ()= =5 = 20

x—-1 x,-1

= x1x1_1 _ xzxz—l :>x1(x2 —1)2)62 (Xl —1)

= XX, — X, = XX, — X, = —x, = —x,

=X =X,

Exercice16 : Soit I'application : €7 X > K
X x2—1

g est-elle injective ?

Solution : Ona: g(1)=g(-1)=0 mais 1#-1
Donc : g n’est pas injective

]G4 > R

X x+x?—x

Exercice17 : Soit I'application :

Montrer que f est injective
Solution : Soient x, € [l;+9] et x, € |I;+]

f(xl)zf(xz)::m1 +1/x12 - X, =x2+«/x22—x2
:\/xlz_)ﬁ _\/xzz_xz =X =X

2 2 2 2
:>(\/x1 —xl—\/x2 —xz) =(x2—xl)

2 2 2 2 2 2
=X —)c1—2\/x2 —xz\/x1 =X, +X," =X, =X, = 2x,%, +X)

2 2 _
:—xl—x2—2\/x2 —xz\/x1 —x, +2xx,=0

2 2 _
3—x1+x1x2—2\/x2 - X, \/xl —x, =X, +xx,=0

:xl(xz—l)—Z xl(xl—l)\/xz(xz—l)+x2(xl—1)=0
:>(Jxl(x2—l))2—2\/x x,—1 \/x x ( )2 0
= (e (w6 1) =05 fu(m-1)-Jmu(n-1)-
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:>\/x1 \/xz (x,=1) =x (x,-1)=x,(x,~1)

= XX, X =XX, —X, DX, =X, =[x —4X, =0 0ou \x, +4/x, +1=0

=x, =x, Cecisignifie que I'application f est injective.

S 400 = 25400
Exercice18 : Soit I'application : 2y

X —
x—1

Montrer que f est surjective

Solution : f(x)= % : Soient y € [2;+o0]

Résolvons I'équation : f(x) =y

f(X)=y<=>%=y<32X=y(x—1) car x e |l;+of donc: x—1#0
S 2x—xy=-y <:>x(2—y)=—y

y €25+ donc 2-y =0

Vérifions que : X = 4 5 € [1;+o0[ 222

y _l_y—y+2_ 2
y=2 - y=2 _y—2
e]l;-l—oo[

>0 car y e ]2;+o0

Donc: x=

Donc Vy e ]2; +oo[ dx e ]l; +oo[/f(x) _

Ceci signifie que I'application f est surjective.
R—>R

X x*+4x+1
1) Montrer que : vxeR: f(x)>-3
2) f est-elle surjective ?
Solution : 1) soit x € R ; Montrons que : f(x)>-3
f(x)=(3)=x2+dx+1+3=x2+4x+4=(x+2) 20
Donc : VxeR; f(x)>-3
2)Par exemple : - 4 n’a pas d’antécédents par f
C'est-a-dire : I'équation : f(x)=—-4 n’a pas de solutions dans R..
Donc : f n'est pas surjective

Exercice19 : Soit I'application f :

S ]2 400 = [5;+00]
Exercice20 : Soit I'application : 5y
X 3
x_

1) Montrer que f est injective
2) Montrer que f est surjective
3) En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque. '

Solution : 1) 1 (x) = X
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Soient x, € |2;+o0[ et x, €]2;+00]
X X5

5x 5x
e e A B — —2)= _9
x1_‘2 x, _22 xl_z X, ) X (X2 ) X5 (Xl )

f(x)=rf(x)=

= XX, —2X, = x,X, —2x, = 2x, =-2x, > X, =X,

Ceci signifie que I'application f est injective.

2)Soient y € ]5; +oo[

Résolvons dans [2;+o0[ I'équation : f(x) =y

Soit : x € [2;+00]

f(x)zy@%:ycdx:y(x—z) car xe]2;+00[ donc x-2#0

& 5x—xy=-2y <x(5-y)=-2y

-2 2
yel5+] Donc 5—y#0 < x=—2 =L
-y -3
. 2y
Vérifions que : x = s e ]2;+00[ 772
y—

2y o 2y=2y+10 _ 10

5.
s s y_5>0 Car y €]5;+o]

Donc: x= 2y € |2;+00]
y=5
Donc Vy € ]5;+00[ Tx e |2;+00[ / f(x)=
Ceci signifie que I'application f est surjective.
3) On a d’aprés les questions précédentes que I'application f est injective et surjective, ceci signifie
d’apres un théoréme que I'application f est bijective.

{f(x)=y R x= /() ==L 2

~y-5  Donc: Vxels+ ; 7 (x)=
x €]2;+00] ye ]5ier]
S ]s oo > 25400
x> f7(x) SIE
x—35
Exercice21 : £ ={1;2;3;4} ;
1) Soit f 'application de 'ensemble E ={1;2;3;4} dans I'ensemble F ={a;b;c;d} définie par :
f()=c; f(2)=a;f(3)=b ;1 (4)=b
a) Déterminer f(4) lorsque : A={2} ; 4={2;3;4}
b) Déterminer /™' (B) lorsque : B={b} ;B={a;b} ;B={d}
2) Soit f I'application de R dans R définie par : f'(x) = x>
a) Déterminer f(4)lorsque : 4={-1;1}
b) Déterminer /™' (B)lorsque : B={2} ; B={1;3}
Solution : a) Déterminons (4) : f(4)={f(x)/xe 4}
f(4)=71({2})={a}
S (4)=1({2:3:4}) ={a:b}
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b) /(B :{er/f(x eB}

xef*( 1;3})<:>f(x)e{1;3}<:>x2=2<:>x=— 2 ou x=2

=3 x=—3 ou x=-3
=l x=—lou x=1

S ({13)) = {—B- 1143

. o fIR>R 4
Exercice22: Soit I'application : Déterminer /' ([2:3])
X 2x+1

Solution : Soit: xeR
xefM([23) e f(x)e[23 @2</(x)<3 <2<2x+1<3

1
<:>1S2x<2<:>%§2x<1 @xe{a;l[

Dou: f'([2:3])= B;l[
‘R—>R

Exercice23: Soit 'application f : et 4=[2;11] et B=[-1;6]
X x2+2
Déterminer :
1) L’image directe de 4 etB par f
2) L’image réciproque de 4 etB par f
Solution: 1) a)xe 4 2<x<112° <x*<11°
S22 +2<1P+2 653 +2<123 & 6< f(x) <123 & f(x) €[6;123]

Donc : xeA@f(x)e[6;123]

Ainsi : f(A4)=[6;123]

b) B=[-1;6]Or : B=[-1;6]=[-1;0]L[0;6]

xeBo-1<x<0 ou 0<x<6 < 0<x"<lou0<x*<36
<2<x*+2<3 ou 2Sx2+2S38<:>2Sx2+2s38<:>f(x)e[2;38]
Donc : xe B < f(x)e[2;38]

Ainsi : f(B)=[2;38]

2)a) /' ([211])=?

r([z1])e f(x)e[211]

ref([21])e2<x+2<1 ©0<x<9e0<Vx2 <\
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<:>OS|x|S3 @xe[—3;3]
Ainsi @ £ ([211])=[-3:3]
o/ (-u6) =2 5 () S ()el-no)
xe f([-16]) o -1<x+2<6 ©-3<x<4s0<Vr<V4
S 0<x<2  exe[-22]
Ainsi : /7 ([-1;6])=[-22]
_ o fR>R
Exercice24 : Soit I'application : A
X x" —2x?
1)a) Déterminer [~ ({0})
b) f est-elle injective ?
2)a) Déterminer f(R)

b) f est-elle surjective ?
Solution :1) a) Soit xeR

refM({0})e f(x)=06 x* —2x2=0
<:>x2(x2—2):0<:>x=0 oux’—2=0<x=0 oux=—2 ou xzx/zgxe{_\/f;o;\/i}
Donc : f‘l({O}):{—\/E;O;\/E}

b) f n’est pas injective car :
Ona: f(0)=r(v2)=0 mais 0=2

vxeR* Ona: f(x)<3

Donc par exemple I'équation : f(x)=4n’admet pas de solution dans R* donc : f est non surjective

f‘l(B):{xeR/f(x)eB}:{xeR/—léf(x)S4} :{xeR/—ISxZS4}:{xeR/0£x2£4}
={xeR/-2<x<2}=[-2;2]

Donc : /7' (B)=[-2:2]

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

L
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