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1er BAC Sciences Mathématiques BIOF

Cours : ENSEMBLES ET APPLICATIONS avec Exercices avec solutions
ENSEMBLES ET APPLICATIONS

1)LES ENSEMBLES :
1-1) Activités : Activité 1 : Soient les ensembles : E = {x ez 2z /tan2x=+3: x e R}

F :{Xe]—ﬂ';Zﬂ[/X:%—}—gﬂ:keZ} : S ={_5_ﬂ-ﬂ22_7[7_7[5_ﬂ-}

6 36 3 6 3
G:{XE]—E;ZE[/X=%+k7Z':k€Z}
1)a) Vérifier que : %est un élément de E

b) Vérifier que : %n’est pas un élément de E

2) Montrer que :E=F =S
3) a) Ecrire 'ensemble G en extension
b) Vérifier que tous les éléments de 'ensemble G sontdans E etque E=G

Activité 2 : Soient A:{5”+8/neN} et B:{Zzn+4/neN}

8n-1 n-1
1)Estceque: ¥ ca? Bep? 2 g
3 25 37

2) Montrer quegest un élément commun entre A et B.

1-2) VOCABULAIRES :
e Un ensemble E est une collection d'objets mathématiques. Les objets que I'ensemble
Contient sont appelés éléments de E.
¢ Si x est un élément de E on dit que x appartient a E et on écrit: xe E
¢ @ est 'ensemble qui ne contient aucun élément, on peut le définir comme suite :{x € E et x & E}.
EXEMPLE : X4 €A ;X € A

O
@ A

Exemple :

E ={ x/ xest un éléve de notre classe qui mesure plus de 3m} =0

Trouvez deux autres exemples d’ensemble vide :...

eLes ensembles sont notés par des lettres, le plus souvent majuscules : A, B, C...

e Un ensemble peut étre défini en extension, c’est-a-dire en donnant la liste de ses éléments
entre accolades : { }
Par exemple : L’ensemble V des voyelles minuscules de I'alphabet frangais en extension est :
V={a, eliouy}
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e En comprehension c'est-a-dire par une propriété caractérisant ses eléments.

Par exemple : E={neN/[3k+1<5]}
M ={neN/n<9000} : onlit: « M est I'ensemble des éléments ntel que n est un nombre entier

inférieur & 9000 »
Exemples : 1) L’'ensemble des diviseurs naturels de 3 en extension est : D, = {1; 3}

L’ensemble des diviseurs de 3 en compréhension est : D, = {n € N/n/3} etonlit: « D3 est

'ensemble des entiers naturel n tel que n divise 3 »
2) L’ensemble A des entiers naturels dont les carrés sont inférieurs ou égaux a 40 :

A={neN/n2<40} (En compréhension)

A={0;1;2;3,4;5;6} (En extension)

1-3) Diagrammes de Ven : Pour représenter un ensemble on dessine une ligne fermée appelée
diagramme de Ven et on met les éléments de I'ensemble a I'intérieur de cette ligne, les autres a
I'extérieur.

Exemplel: A={1;4;6}etB={2; 3; 4; 5}

Pour représenter deux ensembles sur un méme diagramme de Ven, il faut prévoir un endroit pour
les éléments qui appartiennent aux deux ensembles a la fois, pour les éléments qui n’appartiennent
gu’a un seul des deux ensembles et pour ceux qui n’appartiennent a aucun des deux ensembles.
Chaque élément ne doit en effet figurer qu’une seule fois sur un diagramme !

A B
/" NN
N O PR 1|
N BN N A
‘ o

Exemple2: A={1;2;5;7;9},B={4;5;6;7;9;10 }
et C={1,; 3;6;7;8; 9;10}
Placez vous-mémes les entiers de 0 a 12 sur le diagramme suivant :

/‘___.. --\-:j. -~ T B
ﬁ/ / \‘:\\\ \‘\
/ f \ |

g
|'| / I'\ .IT\ /’lll
\ N / .
N e N\~
~—_ ~e

Exercicel :1) Ecrire en extension les ensembles suivants : D, = {n e N/n/180}
A:{neZ/_;snzsg} ; B={xeR/x2+x+1=0}

2)Ecrire en compréhension I'ensemble des nombres pairs.
Solution : 1) 180=22x3x5 : Dy, ={1;2;3;4;5;6;9;10;12;15;18; 20;30; 36; 45; 60; 90;180}

[[\S]
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A={-10;1}

X2+x+1=0 A=-3<0Donc: B=9Y
2) P={2k/k eN}

Exercice2 :1) Ecrire en extension les ensembles suivants :

E ={keZ/k+1<2|

E,={keZ/k?<7}

E,={keZ/7<k?<35}

E,={(xy)eN2/(x+y)(x—y)=32}
2)Ecrire en compréhension I'ensemble Des multiples de 5 dans N
Solution : 1) ke E, < keZ et k+]<2<

keZ et 2<k+1<2 <
keZ et -3<k<le

Donc : E, ={-3,-2,-1,0;1}

keE, okeZ et k<7 K| <7 o —7<k<\7 etkeZ

Donc : E, ={-2,-1,0;1;2}

keE, okeZ et 7<k?<35 o7 <[k[<35 < |k €{3:4,5) <k e {~5;-4,-3,3,4;5} Donc :
E,={-5,-4,-3,3,4;5} "

E,={(xy)eN2/(x+y)(x-y)=32} ?

Et (x—y)+(x+y)=2x estunombre pair

Donc x—vy et x+Yyont laméme parité et x+y>x-y 32=2°
On dresse un tableau :

x-y [2 [a4
X+y |16 |8
X 9 |6
y 7 |2

E, ={(6:2):(9:7)}

2) P={5k/keN}

2) Egalité : inclusion ; ensemble des parties d’un ensemble

Définition : On dit que deux ensembles E et F sont égaux s’ils ont exactement les mémes
éléments ; on écritE = F

(FE=F)© (x€E<x€EF)

Exemple: A={keZ/|2k+1<3}et B ={-2,-1,0,1}

Montrons que : A=B

Solution :ke Ao keZ et|2k+1<3< keZ et -3<2k+1<3< keZ et 4<2k<2&
keZ et 2<k<lesk e{—2;—l‘0;l} =keB

Doncona: keA<=keB

Donc:A=B

Définition : Soient A et B deux ensembles quelconques. A est dit inclus dans B si tout élément de
A est un élement de B.
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@ B
On dit aussi que A est un sous-ensemble de B ou encore que A est une partie de B . On note A c B
(AcB)e= (xe A= x€B).

AzBe ax,(xe A)A (X ¢ B).
EXEMPLE : A¢ B

EXEMPLE : AC B

(A=B)e (AcB)et BcA)

Exemple : Soit E :{0;1; 2}} déterminer tous les ensembles inclus dans E. Qui s’appelle 'ensemble
des parties de E et se note P(E).

P(E) ={2:{0};{1}:{2}:{0:2}:{0:2};{1.2}; E}

Définition : Soit E un ensemble, les parties de E, constituent un ensemble qui s’appelle ensemble
des parties de E et se note P(E).

P(E))={X/ X c E}
Remarques : 1)A est une partie de E (A c E) si et seulement si A est un élément de P(E)
AcCEe Ae P(E) 2) JeP(E) etd cE 3) EeP(E) et ECE

Exercice3 : Ecrire en extension les ensembles suivants : 1) P(P(J))  2) P(P({a;b}))
Solution :1) Il est aisé de voire que P()={2}
Donc : P(P(& ))—{@;{@}}
2)P(P({a;b})) :
P({a;b}) ={@{a}:{b}:{a;b}} Donc:
P(P({asb)))=1{2; (2} {{al}:{{b }{ bi}:{@i{al}; {2 {b}}:{@:{a:b}}: {{a}:{b}}: {{a} {asb};
b} { } { a}; b}}:{2:{a):{ab}};{2:{b): b} {{b): (e} }i{2:{a): {o}): (@i {a) b} {: b} b))
{@i{a} (b} {aib}}} 3)

Complementalre d’un ensemble
Définition : Soit A une partie de E, le complémentaire de A est 'ensemble

complémentaire

constitué par tous les éléments de E qui n’appartiennent pas a A4, on le note A
ou C}. A={xeE/xgAl

Exemples : Si E un ensemble quelconque: E=0et J=E
C: =1 (Ensembles des irrationnelles).

Exercice4 : Donner le Complémentaire des ensembles suivants :
1) 'ensemble Q 2) l'intervalle [a;b[ a<b
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Solution : 1) le complémentaire de Q est 'ensemble des irrationnels et se note R-Q

2) [a;b[ ={xeR/xg[a;b[} ={xeR/x>boux < a}

[a;b[ = ]-o0;a] U[b;+oo]

4) Intersection ; réunion, différence de deux ensembles.

Définition : Soient A et B deux parties d’un ensemble E ; I'intersection de A et B est 'ensemble
constitué par les €léments qui appartiennent a la fois a A et a B.

OnlenoteparANB. ANB={x€E/xe€Aetxe€B}

k3

EXEMPLE : On considére trois disques A, Bet C :

(e (Lo (e

enrose: AnBetenvert ANBNC

Exemples: R"nR ={0} ; [-1;1]1N][0;3]=]0; 1]

Définition : Soient A et B deux parties d’'un ensemble E ; la réunion de A et B est 'ensemble
constitué par les éléments qui appartiennent a A ou a B. On le note par A U B.

réunion

enrose: AMB

AUB={x€Elx€Aouxce€B}

Définition : Soient A et B deux parties d’un ensemble E ; la différence de A et B est 'ensemble
constitué par les éléments qui appartiennent a A et qui n’appartiennent
pas a B. On le note par AABou A - B

AB={x€Elx€Aetx¢&B}

5) Propriétés :

5.1 Propriétés d’inclusion.

Soient E, un ensemble, A, B et C des parties de E.

(A=B)e AcBetBc A

AcBetBc (= (AcC()latransitivité

5.2 Intersection et réunion

ANA=A et AUA=A

SiAcBalorsANB=AetAUB=B et ANBcAcAUB
(ANB)NC=AN(BNC)Lassociativité
(AuB)UC=AU(BUC)Lassociativité

AN(BUC)=(ANB)U (ANC) ladistributivité

AU (BNC)=(AUB)N (AU C) ladistributivité
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5.3 Le complémentaire : A=E/A et A=A
ANB=AUB et AUB=ANB lois de Morgan
(AcB)e (B cA)
5.4 La différence : A-B=A—(ANB) A-B=ANB
6) Notations généralisées.
Soient A, A, ... A, une famille de parties d’'un ensemble E, (qu’on peut noter (4i)1<isn)

L'ensemble : AUA, U...UA senote: | JA

i=1
L'ensemble A A, N...nA senote: []A
i=1
Définition : Une famille (Ai)1<i<n de parties d’'un ensemble E s’appelle une partition de 'ensemble
E E si elle vérifie : U A=Eeti#j)= (Ai N A4j = @) on dit que les ensembles sont

i=1

d‘ disjoints deux a deux.
Kz Kz

Exercice6 : Soient les ensembles : A= {%+ 2?:k IS Z} B= {%4‘ 2?:k IS Z}

Monter que : ANB=J
Solution : On suppose que : AnNB#J
Donc: Ix,eR x,c A et x,€B

T S kz T Sk
<3k k,)eZ2: %, :E+21? et X, :Z+22?
Donc < 3(k;k,) e Z2: £+2k1—7r:£+2k2—7Z

2 5 4 5

Donc : %(krkz):—%@ k, -k, :—g contradiction avec la faite que k —k, eZ et —geZ

Donc: AnB=Y

Exerciceb : Soient A ; B ; C et Ddes parties d’'un ensemble E

(B-C)uA=E

Monter que : =(B-D)c A

(C-D)uA=E
Solution : On suppose que :
(B-C)uA=E et (C-D)uA=E
Remarquer que : AUB=E — AcB
Donc: B-CcAet C-DcA cad
BACcAet CADcA
Montrons que : B—D c A cad BADcA ?
Soit xe BAD
xeBND<«<>xeB et xeD
e Si xeC alors xeCnD donc xe A car CAnDcA

e Si xg¢C alors xeB~C donc xe A car BACcA
Dans tous les cas : (B— D) cA
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Exercice6 : Soient A ; B ; C des ensembles
Monter que : AcBcC < AuB=BNC
Solution : On suppose que : AcBcC
Ona: AcBcC=AcBetBcC
=AuB=B et BNC=B=AuB=BnC
On suppose que : AuB=BnC
Ona: AuB=BNnC=AuBcBet AUBcC=AcBetBcC=AcBcC
Donc: AcBcC«< AuUB=BNC
Exercice7 : Soient A;B; C des parties d'un ensemble E
Monter que : 1) A=(An BmC)u(AmEmC)u(AmEﬁE)u(AmBma)

2)(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)uU(CNA)
3)AnB=ANC < ANB=ANC
Solution :1)(AmBmC)u(AmBmE)u(Amng)u(Amng)
=[(Am B)m(C uE)]u[(Amg)m(C u6)} "=[(Am B)n E]u[(AmE)m E} =(AN B)U(Amg)
=An(BUB)=ANE=A
2)(Au B)m(BuC)m(CuA)=[Bu(AmC)Jm(CuA)=(Bm(CuA))u((AmC)r\(CuA))
=(BNC)u(BNnA)U(ANC)

AnNB=ANC=ANB=ANC

3) Montrons que : ° -
AnB=ANnC=AnB=ANC

ANB=ANC=ANB= Am&:ZuE:ZuE
= AUB=AUC = Am(z\u B): Am(KuC) :(Amﬂ)u(Am B):(Amﬂ)u(AmC)
=ANnB=ANC

Inversement: ANB=ANC = AmE = AmE — AnB=ANC D’aprés l'implication directe
Donc : AnB=ANC < AnB=ANC
Exercice8 : Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble E .

B-A=C-A

Monter que : =B=C
au {AmB:AmC

Solution : On suppose que : B—-A=C—-A etAnB=ANC

C) Montrons que B C ?

Soit xeB

Si xeA=>xeB et xe A=>xe AnB =xeAnC car: AnB=ANC
C’est-a-dire: xeC

Si XxgA=>xeB-A=xeC-A Clest-a-dire: xeC

Dans tous les cas, on conclut que : BcC

D) Montrons que Cc< B ?

La méme démarche car B et C jouent des roles symétriques.

Onadonc: BcCetCcB
Conclusion: B=C
Exercice9 : Soient A;B ;Cdes parties d’'un ensemble E

Monter que : =BcC
AnBc AnC
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AuBc AuC
ANnBc AnC
XxeB=>xe AUB=xe AuC=xeAou xeC
On raisonne par disjonctions des cas :

e Si xe A alors xe AnB donc xe AnC car ABc AnC donc BcC
e Si xg A etpuisque xeCou xe A estvraie alors BcC

Conclusion : (VxeE)(xeB=xeC)

Donc BcC

ExercicelO : Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble E

La différence symétrique de A et B c’est 'ensemble

Qu'on note : AABtel que : AAB=(A-B)u(B—-A)

1)Monter que : AAB=(AuUB)—(ANB)

Solution : On suppose que : { Montrons que : (vxeE)(xeB=xeC) ?

2)Monter que : AAB = AAB

3)Monter que : VCeP(E) : AAB=AAC < B=C

Solution : 1) AAB=(A-B)u(B-A)=(ANB)u(BNA)

=[(Am§)u8}m[(Am§)uK}=(AuB)m(Bu§)m(Auz\)m(§uK)=(AuB)mEmEm(m)

=(AUB)N(ANB)=(AUB)-(ANB)

2)Monter que : KAE:(K—ﬁ)u@—K):(Zm B)u(EmA):(A—B)u(B—A)zAAB

3)soit C e P(E)

eSiona: B=C alors AAB=AAC

e Supposons que : AAB = AAC et montrons que B=C ?

v' Soit xe B montrons que xeC ?

Si xeA:

(xeAet xeB)=xe AnB=xg AAB=xg AAC (Car AAB = AAC)
=>Xxe AnC=xeC

Donc AnBcC(1)

Si xgA:(xgAet xeB)=>xeB-A=xe AAB=xec AAC (Car AAB=AAC)
=>XxeC-A=xeC

Donc AnBcC (2)

De (1) et (2) en déduit que : (AnB)U(AnB)cC

Et puisque : (AnB)U(ANB)=(AUA)nB=EnB=Balors BcC

De méme on montre que : Cc B
Donc: AAB=AAC=B=C
Finalement: AAB=AAC < B=C

7) Produit cartésien : Définition : Soient A et B deux ensembles ; le produit cartésien de A et B est
'ensemble des couples (x, y)telsque x e Aety e B,Onlenotepar AxB.AxB={(x,y)/x € Aet

y € B}
Le carrée cartésien d’'un ensemble 4 est 'ensemble 4 x 4 noté A2
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Exemples :
A=1[1,2];B =[13]

Exercicell : Soit 'ensemble : E ={(x;y)eR2/x?+xy—2y?+5=0}
1) a) Vérifier que : V(x;y) e R2: x2+xy —2y?=(x—y)(x+2y)

b) Ecrire en extension 'ensemble E " 72
2 _ —t2_
c) Montrer que : E={(2t 5; t 5j/teR*}

3t 3t
4) Ecrire en compréhension les ensembles suivants :
A={0;1,4,9;16;...} etB= {—1;%;—%;%;...} . C={.;5-2L47;..}

Solution : 1) a) V(x;y) e R2:(x—y)(x+2y)=x2+2xy — Xy —2y? = X2+ Xy — 22
b) (x;y)eENZ2<(x;y)€E et (xy)eZ?

- 2y)=-5 et (x;y)eZ2 o (xy)erel 2 oul VT oulf V= ot
<:>(X y)(X+ y) (X y)e <j>(X'y)ezz{x+2y=1 {x+2y=—1 X+2y=5 X+2y=-5
Donc : EnzZ2={(-3;2);(3-2);(1:2);(-L-2)}

X-y=t

) (xy)eEe(x-y)(x+2y)=-b& : teR*Q(x—th_Set _—t2—5j_ teR’
X Y V)= x+2y:_T5' T T )

2t2-5 —t2-5
X; : [teR"
= y)e{( & j ) }

2 __ _t2 _
Donc: E = (Zt 5; t 5)/te]R<*
3t 3t

4) A={Kk%k eN} etB:{%;keN*}

C={1+3nmneZ}

Exercicel2 : Soient E et F deux ensembles et A et B deux parties respectivesde E et F
1)Déterminer le complémentaire de AxF dans ExF
2)Déterminer le complémentaire de ExF dans ExF
3)Déterminer le complémentaire de AxB dans ExF

Solution : 1) le complémentaire de AxB dans ExF se note : CAF ou AxB
(x;y)e AxF < (xy)g AxF<xegAou yeF

o xeAou yeF < (xy)eAxF ou Y¢F < (xy)e AxF Car: yeF donne l'ensemble vide
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Donc : AxF = AxF

(x;y)eExBe(xy)2ExBe xeEou ygB < xcEouyeBe(xy)cExB ou xgE

S (x; y) cExB Car: x¢E donne 'ensemble vide

Donc: ExB=ExB

3) (xy)e AxB (X y)2 AxBexeAou ygB < xeAou yeB < (xy)e AxF ou (x;y)eExB

<:>(X; y)e(ﬂx F)U(EXE)

Donc : m:(ﬂx F)U(EXE)

Exercicel3 : Soient 'ensemble : L ={(x;y)eR2/x2+y2<1}

Monter qu’il n’existe pas deux parties AetB de R telsque: L=AxB

Solution : On suppose : qu’il existe deux parties AetB de R telsque: L=AxB
Ona: (L0)elL et (0;1)elL

Donc:l1csAetleB car L=AxB

Donc: (L1)e AxB cad (L1)eL

Donc contradiction car : 12+12>1

Conclusion il n’existe pas deux parties AetB de R telsque: L=AxB

Exercicel4 : Soient les ensembles : H ={yeR/y: i 1:XGR} :
X2+

1
Gz{yeR/y:m.XER}
1) Montrer que : H =]0,1].
a) Considérer un élément y, € H et montrer que y, €]0,1]
b) Considérer un élément y, €]0,1] et montrer que y, € H

2) Monter que G c H

3)Est-ceque G=H ?

Solution : 1) a) Soit un élément y, € H montrons que y, €]0,1] ?
1

JX%2+1

Ona x,220= x,2+121= [x2+1>1=

YoeH=3Ix,eR/y, =

<l1= y,€]0,1
il Yo €]0,1]

Donc: H < ]0;1] (1)

b) Considérons un élement y, €]0,1] et montrons que y,eH ?

1
€ |0;1 A?7x, eR/ Yy, =—
Yo ] ] 0 Yo X241
yO: 1 = ZZL@XOZZL—].

V%2 +1 & X2 +1 Yo?

Or: y, €]0;1] donc 0=y, <1 par suite %—120

0
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Donc : il suffit de prendre : x, = /%—1 Donc: y,eH
Yo

Donc : [0;1] = H (2)

De : (1) et (2) en déduit que : H =]0;1]
2) montrons que G € H ?7?

Montrons que : G < ]0;1] ?

Soit un élément y, € G montrons que y, €]0,1] ?
1

1+ %2 +1
1

Ona x,2>0= x02+121:>\/x02+121:>\/x02+1+122:>0<;S—sl
1+%,2+1 2

Y,eGC=>3Ix, eR/y, =

Donc :y,€]0,1] Donc: G c H

3)supposons : G = H
1

1+ %2 +1

= 3x, e R/x,2=—-1 Absurde donc: H =G

OnaleH=1leG=3IKeR/1l= = 3%, € R/1+,[x2+1=1=3x, € R/ /x,2+1=0

Exercicel5 : On considére dans Z les deux parties suivantes ZAZ{XEZ/ 1
X_

Bz{XeZ/)H-lOeZ}

2 _
4x2—4x+10 eZ} ot

X-5
Xx+10 15
1)a) Montrer que (VXeZ-{bl);: ——=1+——
2) a ( { }) X—=9 X—9
4x2—4x+1
1)b) Montrer que (VYxeZ) : X—X+O=2x—1+i
2x-1 2x-1

2) Déterminer : A ; B; A-B;B-A et AAB en extension
3) On admet que I'opération Aest associative dans 'ensembles des parties de Z : P(Z)

Résoudre dans P(Z) I'équation : AAX =B

. \ : . x+10 15
Solution : 1) a) il est aisé de voir que : (VXEZ—{S})ﬁ:Hﬁ
2x-1)°+9  4x2—
1) b) il est aisé aussi de voir que /(VXEZ)ZX—1+ ) =+( ) = e - ax+10
2x-1 2x-1 2x-1

2) Détermination de : A ?

2_ 2 _
Ona: Az{XeZ/weZ} et (VxeZ)2x-1eZ et w:ZX—HL

2x-1 2x-1 2x-1

Ax2-4x+1
En déduit que : (VxeZ) ; XGA<:>X2—X1+OGZ
X_
< 2x-1+ el € Z < 2x-1divise 9
2x-1 2x-1

& 2x-1€{-9,-3,-11,3,9} & 2x e{-8;-2,0;2,4,10} & xe{-4,-1,0;1,2;5} donc : A={-4,-1,0;1,2;5}
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Détermination de : B ?
Soit xeZ : de fagcon analogue nous pouvons écrire : xe B < x =5 et x—5 divisel5

& x-5¢e{-15,-5-3,-11,3,5,15} < x {-10;0;2;4;6;8;10;20} donc : B={-10;0;2;4;6;8,10;20}
Détermination de : A-B;B-A et AAB ?

A-B={-4-1,0,1,2,5}-{-10;0;2,4;6;8;10;20} = {-4,-L,1,5}

A-B={-10;0;2;4;6;8,10; 20} —{-4;-1,0;1, 2,5} = {~10;4;6;8;10; 20}

AAB =(A-B)uU(A-B)={-10;4;6;8,10;20;~4;-1;1;5}

3)Résolution dans P(Z) de I'équation : AAX =B

On trouve : X ={-10;4;6;8;10;20;—4;-1,1;5}

Exercicel6 : Soient les ensembles : E ={(x;y) € R2/x2—xy —2y?=0}
F={(xy)eR2/x+y=0}et H={(xy)eR2/y2-2y(x+1)+2x=0|

1) Montrerque : FcE
2) Déterminer y de Rtelque : (;y)eE ;estcequeona EcF ?

3) Montrer que : E=F UG ou G est un ensemble a déterminer
4) Soient les ensembles : A= {(x; y)eR2/y =x+1++/x? +1} ;. B= {(x; y)eR2/y=x+1-/x2 +1}

a) Montrer que : H=AUB

b) Déterminer : H NF

Solution : 1) montronsque : FcE ?

Ona: (xy)eFex+y=0cy=—x

= X2—xy-2y2=y2+y2-2y?=0=(x;y)eE
Donc: FcE

2) (Ly)eEe=1-y-2y?=0<(1+y)(1-2y)=0

1
< y=1ou yzz

Donc : [1;£jeE ou (1;1 ¢ F
2 2

Donc: 3(x;y)eR?/ (x;y)eF et (x;y)eE
Donc: E¢F

3) (x;y)e E x2=xy—-2y?=0 x2—2xy+Xxy —2y?=0
& X2+ Xy -2xy —2y?=0< x(Xx+Y)-2y(x+y)=0

< (x+y)(x-2y)=0<=x+y=0 ou Xx—2y=0
<(xy)eF ou (xy)eG

Avec : G ={(x;y)eR?/x—2y =0}

Donc : ¥(xy)eR? (x;y)eE< (xy)eF ou (xy)eG
Donc: E=FUG

4)a)(x;y)eH < y2-2y(x+1)+2x=0

& y2=2y(x+1)+(x+1)° ~(x+1)° +2x=0
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& [y—(x+1)]2 = (x+1)° —2x<:>[y—(x+1)}2 =x2+1

S y=x+1+VyxX’+1 ou & y=x+1-x*+1

<(xy)eAou(xy)eB Donc: H=AUB
4)b)(x;y)eHNF < (xy)eH ou (xy)eF
S X2-2xy+2x-2y=0 et x=-y

4
<:>{x2+2x2+2x+2xOC:>{3X2+4XOC>{X(3X+4)0<:>{xooux§<:> x = Oety = 0 ou X:_%ety:
Donc: (x;y)eHNF @(x;y)e{(o;o);[—

X=-y X=-y x=-y X=—y
)
HANF ={(0;0);(—%;%j}

Exercicel7 : Soient A ; B ; C des parties d’'un ensemble E
1)a) Déterminer une condition suffisante de I'existence de X dans P(E) tel que : AUX =B

w|
w|

b) Résoudre dans P(E) I'équation: AUX =B

2) On suppose que CcAcB

AUX =B

AnX=C

Solution : 1)siona: Aux=B alors: X cB et AcB

Donc une condition suffisante de I'existence de X dans P(E) tel que : AUX =B est AcB

Résoudre dans P(E) le systeme : {

b) Résolution dans P(E) I'équation : AUX =B

AUX =B=(B-A)n(AUX)=(B-A)nB

<[(B-A)NA]JU[(B-A)nX|=B-A

©@U[(B-A)nX|=B-A

&(B-A)nX=B-AcB-AcX=B-AcXcB

Inversement : VX e P(E) tel que: B-Ac X < B est solution de I'équation : AUX =B
Etona: (B-A)UA=B (B-A)nNA=0J

Donc: AUX =B X =(B-A)UY. Y eP(A)

L'ensemble des solutions de I'équation est :S ={(B—A)uUY;Y e P(A)}

2) CcAcB
AUX =B X =(B-A)UY/Y eP(A)
{Amx =c®{Am[(B—A)uY]:C

{X =(B-A)UY /Y eP(A) et puisque AN(B-A)= et AnY =Y carY c A

[An(B-A)JU[ANY]=C
Alors: X =(B—-A)uC

L'ensemble des solutions de I'équation est : S ={(B— A)UC}
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II) LES APPLICATIONS
1) Activités : Activité 1 :
Considérons les ensembles : E ={a, b, ¢, d} et F = {1,2,3,4,5}, f, g sont des relations de E dans F.

E—'>F

Que pouvez-vous dire des relations ci-dessus ?
R—->R

Activité 2 : Soit la fonction f définie par : X
e 1+x?

1)Montrer que chaque élément de R & une image.

2)l'implication suivante est-elle vraie : (P) (a # b) = (f(a) # f(b)).

3)Montrer que (Vx € R) f(x) e{%lﬂ

-11
4- Montrer que (Vy € [7;5} (EIXeR)( f(x)= Y)

2) Définitions et vocabulaires
2.1 Application Définition : Soient E et F deux ensembles non vides, on appelle application toute
relation f de E dans F tel que : tout élément x de E est relié & un unique élément y de F.
f:E—>F
x> f(x)
Vocabulaire : f :XE:fF(X) 1) L'ensemble E s’appelle ensemble de départ de I'application f.
2)L’ensemble F s’appelle ensemble d’arrivée de I'application f.
3)y = f(x) s’appelle I'image de x par I'application f.
4) x s’appelle un antécédent de y par I'application f.
f:R-{0} >R
X+1

X
g:R->R
Exemple2 : x+1 9 n’estpas une I'application de R dans R car 0 n"admet pas d’'images
X

Exemplel : f est une I'application de R—{0} dans R

X
2.2 Egalité de deux applications :

fNo>Z g N>Z
Activité : Soient les deux applications suivantes : N et n si n pair
N (-1) xn s
—N SI n impair

Vérifier que VneN f (n)=g(n)
Définition : On dit que deux applications f et g sont égales si :

1) Elles ont le méme ensemble de départ E
2) Elles ont le méme ensemble d’arrivée F
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3) wxeE : f(x)=g(x)
f:R —>Ret g:R->R ot h:R" >R
X X2 X X2 X B X2

Exemplel : Les 3 applications :

Sont différentes.

f:Z—>R 9:Z—->R

Exemple2 : Soit les 2 applications : , et -
n-(-1) n|—>sin(5+ n;zj

Les deux applications f et g ont le méme ensemble de départ Z et le méme ensemble d’arrivée R
Etona: g(n) :sin(%+nnj:cos(nn):(—l)" =f(n)
Donc: f=g
Définition :(injection) Soit f une application de E dans F, on dit que f est injective de E dans F si :
V(x;%)eE? x =% = f(x)=f(x,)
Par contraposition on peut dire que : (f est injective) & V(x;X%,)€E* f(x)="f(X,)=x =X,

f:R" > R"

Exemples : Exemplel : Soit I'application :

X X +/X
f est-elle injective ?
Solution : soient x, e R* et x, e R”

f(x)= f(xz):>x1+\/Z=x2+\/Z:>(\/Z—\/Z)(\/Z+\/Z+1)=O:\/Z—\/Zzo ou \/Z+\/Z+1:O
Or Jx +/%, +1#0 = Jx —/x, =0
= % =X, =% =x, donc f estinjective

g:R->R
X x2-1
Solution : Ona: g(1)=g(-1)=0 mais 1= -1

Exemple2 : Soit I'application : : g est-elle injective ?

Donc g n’est pas injective

Définition :(surjection) Soit f une application de E dans F, on dit que f est surjective de E dans F

si tout élément y de F admet un antécédentdans E: VyeF;3xeE/ f(x)=y

Autrement dit : Pour tout y dans F I'équation f(x) = y admet au moins une solution dans E.
f:R>R

Exemples : Exemplel : Soit I'application :
X 2X+1

Montrer que f est surjective
Solution : Soit yeR, essayons de résoudre I'équation f (x)=y

f(x):y<:>2x+1:y<:>x:y7_1

-1 . .
Il est clair que I'expression X = yT € R est définie pour tout réel y .

Ainsi f est surjective.

Exemple2 : Soit I'application : PR _>]_OO;3]
X 3—Xx?

f est-elle surjective de R"vers ]—oo;3].
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Solution : Soit y € |-x;3]
Résolvons 'équation : f(x) =y
f(x)=y=3-x=yox2=3-y
Or ye]-;3] donc y<3 donc: 0<3-y
< Xx=4/3-y car xeR"
Donc : Vy e ]-=;3];IxeR*/ f(x) =y
Donc : f est surjective
f:R" >R
X 3—Xx?
f est-elle surjective de R*vers R. ?

Exemple3 : Soit 'application :

Solution : On remarque que : ¥xeR" ona: f(x)<3

Donc par exemple I'équation : f(x):4 n’admet pas de solution dans R* donc : f est non surjective

Définition :(bijection) Soit f une application de E dans F, on dit que f est une bijection de E dans
F si elle injective et surjective
Propriété : Une application est une bijection de E dans F si et seulement si :
VyeF;3lxeE/f(X)=y
Autrement dit : Pour tout y dans F I'’équation f(x) = y admet une unique solution dans E.
f:R—>R
X 2-5x
f est-elle une bijection de Rvers R. ?
Solution : soient y € R : Résolvons I'équation : f(x) =y

f(x):y<:>2—5x:y<:>x=2;5y

Exemplel : Soit 'application :

Puisque I'équation f(x) = y admet une unique solution dans R (Vy € R)
Donc : f est une bijection de Rvers R.

f [ +o0] — [2;+00]

X X2—-2X+3

1) Montrer que f est une bijection de [1;+oo[ vers [2;+o0[

Activité :

2) Soit y un élément de [2;+oo] déterminer (en fonction de y) I'élément x dans [1;+[ tel que f(x) = y
L’application qui lie 'élément y de [2;+oo[é I'élément unique x de [1; +oo[ et solution de I'équation
f(x) =y s’appelle :

La bijection réciproque de la bijection f et se note :

Définition : Si f est une bijection de E dans F; L’application de F dans E qui lie chaque élément y
par I'élément x de E qui est solution de I'équation f(x) = y s’appelle la bijection réciproque de la
bijection f et se note f . f bijection de E dans F ; f *sa bijection réciproque on a:

{fl(y):xﬁ{f(x)=y

yeF xekE
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f : J1; +oo[ — ]0; +00[
Exemple : Soit I'application : 2

X —
x-1

Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.
Solution : Soient y € |0;+oo[

Résolvons 'équation : f(x) =y

2 2
() y Six-1 y & y c>x:2+1
Xe]l;-}—oo[

xelbto| |xeleo| )

(Vye]O+00[) A1 x € [L;+00[) (f(x) = y)
Donc :f est une bijection de ]1;+oo[ vers ]0;+oof

{f(x):y C>{fl(y):x
X € J1; +oo y € ]0;+00]

) f~1]0; +00] — 15 +o0[
vy € ]0;+00] f’l(y):§+1 Donc : 2

X —+1
X

3) L’image directe et I'image réciproque d’'un ensemble par une application
3.1 Activité /Activité 1 : Soit f dont le diagramme sagittal est représenté ci-
contre
1) Déterminer les images directes des ensembles {a, b, c} et {b, c} et E
2) Déterminer les antécédents des éléments qui appartiennent aux ensembles :
{1};{1,3}; {2,3} et {1,4}

f:R>R

X > 2X2—X

Activité 2 : Soit
1) Montrer que Vxe[-11] ; f (x)e[%l;B}
2) Montrer que : Vy e [%1;3} Ixe[-L1)/ (f(x) = y)

On dit que I'image de l'intervalle [—1;1] par I'application f est I'intervalle {%1;3} et on écrit :

t(11)<| 53]

h:Rz2 >R

1) Déterminer les couples (x,y) qui vérifient : h((x,y)) =1

2) Représenter dans le plan muni d’'un repére orthonormé les points M (x, y) qui vérifient :h ((x, y))
=1.

Définition : Soit f une application de E dans F, A une partie de E et B une partie de F.

L’image directe de 'ensemble A est 'ensemble : f(4) ={f(x) € F / x € A}

L'image réciproque de I'ensemble B est 'ensemble : f*(B)={x € E / f(x) € B}

Activité 3: Soit
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Remarques : 1) Soit f une application de E dans F, A une partie de E et B une partie de F.

((A) B@{f (A)cB @{(VXG A)(f(x)eB)
Bcf(A) |(vyeB)(@xeA)(f(x)=y)
2)f(A)=¢0 = A=0 maissi f™(B)=¢ onne peutpasdireque B=¢ exemple:
f:R>R
X 2x2+1
3) Pour parler de I'image réciproque d’'un élément par une fonction, il faut que f soit bijective
Mais on peut considérer I'image réciproque d’'un ensemble quel que soit la nature de I'application f
Propriété : Soit f une application de E dans F.
f est surjective de E dans F, si et seulementsi: f(E) =F.
Preuve : On a: f une application de E dans F donc : f(E) c F ; si de plus f est surjective alors :
(Vy € F)(3x € E)(f(x) =y) etdonc F c f(E).
D'ou f(E)=F
Réciproquement si f(E) = F alors F c f(E) et par suite : (Vy € F) (3x € E) (f(x) = y) donc f est
surjective.

ona: f’l(R’)= 1)

f:R-{-1} >R
Exemplel : Soit I'application : 3x-1
X
X+1
4

1) Mont : VxeR-{-1} ; f(X)=3-———
) Montrer que : vxeR—{-1} ; f(x) e

2) Déterminer : f (K) avec K = J-o0;—1]
4  3x+3-4 3x-1_
X+1 x+1 X+1

Solution : 1) vxe R—{-1} : 3~

f(x)

2) XEK<:>X-<—1<:>X+1-<0<:>—i>-O
X+1

<:>3—Xi+1>3@ g(x) € [3;4%] donc f(K)=]3;+o[

f:R>R

X X2

Déterminer : f'(B) avec B=[-14]

Solution : f7(B)={xeR/f(x)eB}={xeR/-1< f(x)<4|
={xeR/-1<x2<4}={xeR/0<x2<4} ={xeR/-2<x<2}=[-22]donc f*(B)=[-2;2]
f:R>R

X - COS X

Déterminer : f(D) avec D=]1;2]

Solution : f*(D)={xeR/f(x)eD}={xeR/1< f(x)<2

={xeR/l1<cosx<2} =@ car VxeR/-1<cosx<1ldonc f* (D)=

4) Restriction ; Prolongement d’une application
f:R>R

X > 3[1- x|+ x

Exemple2 : soit I'application :

Exemple3 : Soit I'application :

Activité 1 : Soit I'application : ; Ecrire I'expression de f sur [-1,1]

http://www.xriadiat.com/ PROF: ATMANI NAJIB 18



http://www.xriadiat.com/

PROF: ATMANI NAJIB
g:R-{1} >R
Activité 2 : Soit I'application : 3x+1
X 1
X_

1) g est-elle bijective ?
2) A partir de g, définir une bijection de R dans R
Définition : Soit f une application de E dans F
Soit A une partie de E, I'application définie de A vers F, qui associe a tout élément x de A I'élément
f(x), s’appelle la restriction de f sur 'ensemble A.
Soit ' un ensemble tel que E c I, 'application définie de I vers F, qui associe a tout élément x de
E I'élément f(x), s’appelle un prolongement de f sur 'ensemble T.
f:R>R

X > X2=2x+1

Déterminer la restriction de f sur l'intervalle ]-o0;1]

Solution : f(x):\/mz«/(x—l) =|x-1]

Si xe]-o;1] alors @ f(x)=—(x-1)=-x+1

Exemplel : Soit I'application :

g :]—oo;l]—)R

Donc : la restriction de f sur l'intervalle |-w;1] est I'application
X —=Xx+1

em e . ot t .

Déterminer la restriction de f sur l'intervalle ;0]

Solution : f (x)=2x—|x|+3

Si xe]-o;0] alors : f(x)=2x+x+3=3x+3

Donc : la restriction de f sur l'intervalle ]—oo; O] est 'application g:J-0i0] > R
X 3X+3

. . . LT+ g: R—>R
Exemple3 : Soit les applications : R\ R
X = X X > 2|x| - x

Est-ce que g est un prolongement de f ?

Solution : g(x)=2|x-x=x Si xeR" et R" <R

Donc : g est un prolongement de f sur R

7) La partie entiére d’un réel :

Théoréme : On admet la proposition suivante : (Vx € R)Y 3k € Z)(k < x <k + 1).

Définition : L’entier relatif k qui vérifie le théoréme précédent S’appelle la partie entiére du réel x

On le note [x] ou E(x).

L’application qui lie chaque élément x de R par E(x) dans Z s’appelle I'application partie entiére.

Exemple : E(\/E):l EGN2)=1; E(@)=3

E(-m)=-4 (wneN _{1})(E(lj:oj et (vk € Z)(E(k) = k)

n
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8) Composition de deux applications.
f:R-{0} >R g:R-{l} >R
Activité : Soient les deux applications : 1 et

X
P X —
X2 x—1

1) Déterminer f(g(3)) ; f(g(=1)) 9(f(3))

2) Donner la condition sur x pour que le réel g(f(x)) existe.
3) Donner la condition sur x pour que le réel f(g(x)) existe.
4) Déterminer les application fog et gof.

Définition : Soient f une application de E dans F et g une application de G dans H tel que : f(E) c
G, 'application h définie de E vers H par pour tout x dans E, h(x) = g(f(x)) s’appelle la composition
des deux applications f et g et se note gof. (Vx € E) (gof(x) = g(f(x))

On peut représenter la composition par :

F_ T Fr Ve _ Y |H
¥ b—» f(x) X —»g(X)
x | » gofix) = g(f(x))

Propriété : 1) La composition de deux applications injectives est une application injective
2) La composition de deux applications surjectives est une application surjective

3)La composition de deux bijections f et g est une bijection et (ge f)_l =ftog™
Propriété : 1) La composition des applications est associative : (fog)oh = fo(goh)

2) La composition des applications n’est pas commutative : fog # gof
Propriété : Si f est une bijection de E dans F et f—1 sa bijection réciproque :

1) (Vx €E) (fof)(x)=x f*ofsappelle lidentité de E et s note Id,
2°(vx € F)(fof™)(x)=x, fof*sappelle lidentité de F ets note Id.

SiE=Falors: flof =fof'=Id,
r

E F

x:f_—(y) y=/f(x)

h:R" - E ; +oo{
Exemple : soit 'application :

1
X X+X+=
4

1)Ecrire I'application h comme La composée de deux applications fetg: h=go f

2)a) Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque
b) Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque

c) en déduire que h est une bijection de R"dans B;+oo[ et déterminer sa bijection réciproque
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Solution : 1)h(x)=x+\/§+%:x_[\/§+lj

2

fiR" | =+ 11 1
Donc: h=gof avec: 2 et g'[}*"o[_{z’*w[

1
X x+§ X X2

2)a) f est une bijection en effet : Soient y e B;W{
Résolvons 'équation : f(x) =y
2y -1

2
f(X)=y<:>\/;+%=y<:>\/_=T Or yeB;ﬂo{ donc 2y-1>0 donc x:(zyT_lj

2
Donc x :(y—%j Puisque I'équation f(x) = y admet une unique solution

1 fl:[5;+oo[—>R+
Donc :f est une bijection de R*vers |:E;+oo|: et .
XH[X_EJ
2

R 1
2)b) g est une bijection de Eﬁoo[vers E;Jroo[ enet: 9 '{4’+w[_{4’+w{
XA/ X
c) h est la composée de deux bijections f et g

Donc :h est une bijection de R*dans B;m{

BV R (1) =(g- 1) (3)= 297 (0= 14(g” ()= -5

h™ :F;+oo[ >R
Donc : la bijection réciproque h™ de h est

N
(5
fo]t+oo[ > 400 9 Jis oo — [1; +oof
Exercicel8 : soient les applications : s 1s 2 et . {*&HJZ
Ix-1 Jx -1

1)Déterminer : f([2;4[) et g™ ({9})

2)Montrer que f est une bijection de ]1;+oo[ dans [1;+oo[ et déterminer sa bijection réciproque
3)a) vérifier que : Vx e J1;+o0[ : g (x) =( f (x))2

3)b) En déduire que : g est une bijection de |1;+oo] dans ]1;+oo[ et déterminer sa bijection

réciprogue
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Solution:1)f([2;4[):{f(x)IXE[2;4[}={f(x)/2£x<4}:{f(x)/\/f—ls\/;—lﬂ}:{f(x)/u 1 1 }

={1(x)13< £ (x) <3+ 242}

Donc : f([24])= [8:3+22]

07 (19)) = {xeJuserl g (x) {9} = {xe JL+=c[ /9 () =9}
07 ({9))={x -1 x=2f={4]

2)montrons que f est injective ?
Soient x, € [;+0] et X, € JI;+oo

2 2
f = f 1 — =1 — -1= -1 = =
(x)="f(x)=>1+ 1 + ” _1:>,/x1 % 1= =% =% =X,

Donc f est injective
Montrons que f est surjective ?

vy e+ y=f(x)= x:(z—jjz

2
Etona: (y—HJ —1:(y+1—1j(y+1+1J= 4y >
y-1 y-1 y-1 (y-1)
y+1

Donc : Vy e [L; +oo [z—jjz =1 donc : (Vy e [+ )(Ix & i +oc] )/ x:[—J et y=1f(x)

Donc : que f est surjective de ]1;+oo[ dans [1;+oo

Détermination de sa bijection réciproque ?
£ 0 +oo] - J1;+00]

{;gﬁ;:[@{;gﬁjo ' =X oone: ay

3)a) vérifier que : Vx e Ji;+oo : ( f (x))2 =[1+ \/;Z_JZ =g(x)

3)b)ona: g=hef avec h(x)=x*Vvxe ]l +o:

Et puisque les applications f et h sont des bijections de ]1; +oo[ dans]l; +oo[ alors g=ho f est une

bijection de ]1; +oo[ dans]l; +oo[ etona: g*(x)=(he f)’l(x): f*oh™(x) {fi*ﬂz =g(x)

C’est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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